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Neste material, apresentaremos os dominios e imagens
das fungdes trigonométricas secante, cossecante e cotangente,
assim como esbogaremos os graficos das mesmas. Conforme
veremos, para identificar os conjuntos imagens e esbogar os
graficos dessas fungoes, faremos uso do nosso conhecimento a
respeito das fungdes cosseno, seno e tangente.

Dominio, imagem e grafico da funcao secante

Aprendemos, nas aulas anteriores, que pode-se definir a se-
cante de x € R se, e somente se, x # 5 + kw, k € Z. Desse

modo, fazendo
T
Dlz{zeR\z;«é5+kw,keZ},

podemos definir a fungao secante sec : D — R, que a cada
x em D faz corresponder o valor secx. O-conjunto D; é o
dominio da fungao secante. Além disso, mostramos que para

1
x € D, tem-se secx = ——; portanto,
Ccos T

1 1
sec(x 4+ p) =secx < =
cos(x +p) cosz

<= cos(z + p) = cosz.

Como a fungfo cosseno tem periodo 27, segue dos cédlculos
acima que-a fungao secante também é periddica e o seu periodo
também ¢é igual a 2.

Sabemos que a imagem da funcgdo cos : R — R é o intervalo
fechado [—1,1]. Retirando do dominio de cos — que é todo
o conjunto R — os valores de = para os quais cosx = 0, ou
seja, deixando apenas os valores z € D;, temos que

re€D < —1<cosr<0oul<cosz <1.

Dai, segue que

T €D <— <—-1ou 1<

cosx cosx’
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ou, o que é o mesmo,
€ D)< secx<—-1oul<secuz.

Reciprocamente, para qualquer y € R tal que y < —1 ou

y > 1, temos que —1 < = <1 e — # 0. Logo, deve existir
Y
r € R, com x # 5 + km, tal que — = cosz; mas isso implica
Y

1
cos T

Y= = secz.

Portanto, concluimos que a imagem da funcao secante; sec :
Dy — R, é o conjunto (—oo, — 1] U[1, + 00):

Im(sec) = (—oo, — 1] U [1, + o0).
1

Utilizando o fato de que para z € D temos secz = ,
cos T
vamos calcular sec x em alguns valores de z, nos quais sabemos

o valor de cosxz. Com efeito, temos

=1

sec( = =
cos(0

1 1
sec (z) = = 2.

Oy
COS -
3 2

Utilizando redugoes ao primeiro quadrante, construimos
as seguintes tabelas de pares ordenados (z,secx).

T 0 s s us 2m 3w 5
6 4 3 3 4 6
sec % V2021 =2]-v2| - 2\—36
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e 5w 4r 57 T 117w
z T 6 T 3 3|3 | 76
secr | —1 | — % -2 | =2 2 V2 %

Finalmente, recordando o fato de que a funcao secante é
periédica com periodo igual a 27, podemos utilizar os valores
acima para esbocar seu grafico, o que fazemos na figura a
seguir:

SR - - = -
a— |- - = —
W = = —

Dominio, imagem e grafico da funcao cosse-
cante
Também em aulas anteriores, aprendemos que, para z real,

pode-se definir a cossecante de x se, e somente se, x # kT,
k € Z. Assim, fazendo Dy = {z € R|z # kn, k € Z}, temos

http://matematica.obmep.org.br/ P.3
matematica@obmep.org.br



definida a funcao secante cosec : Do — R, que a cada x em
D faz corresponder o valor cosecz. Além disso, mostramos

. 1
que se x € D, entdo cosecx = ——; desse modo,
sen
1 1

= <> =
cosec(x + p) = cosecx sn(@1p)  sonz

<= sen(r +p) =senx.

Como a fungao seno tem periodo 2, segue dos calculos acima
que a fungdo cossecante também é peridédica e o seu periodo
também é igual a 2.

Temos que a imagem da fungdo sen : R — R é o intervalo
fechado [—1,1]. Procedendo de modo andlogo ao que foi feito
no caso da secante, temos que

T € Dy<— —1<senx <0 ou 0<senzx <1.

Dai, segue que

1

T € Dy <— ,
Sen sen T

<—-1o0u 1<

ou, ainda,
T € Dy <= cosecr < —1 ou 1 < cosecz.
Reciprocamente, para qualquer y € R tal que y < —1 ou

y > 1, temos que —1 < % <le % # 0. Logo, deve existir
x € R, com x # kr, tal que % = senz. Mas isso implica
1

= = cosecx.
sen x

Assim, concluimos que a imagem da funcéo cossecante, cosec :
Dy — R, também ¢ o conjunto (—oo, — 1] U [1, + 0o):

Im(cosec) = (—o0, — 1] U [1, 4 00).

Utilizando o fato de que, para z € Do, tem-se cosecx =

——, vamos calcular cosecx em alguns valores nos quais
sen
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sabemos o valor de sen z. Temos que

1 1 9
cosec (%) = — (7) _ E _ . _ 3
2
cosec(éj):lﬂ:\l[:}:%‘\/g
sen (5) 73 3
e
cosec (g) = Senl(g) _ % \ N

Utilizando redugdes ao primeiro quadrante e o fato de que
a funcao cossecante é impar, pois a funcio seno o é, cons-
truimos as seguintes tabelas de pares ordenados (z, cosec x).

T s s T T | 2m 3m | 5m
6 4 3 2 3 4 6
cosecx | 2 | /2 % 1 % V2| 2
T T | L= _z _z 2n _3m | _5m
6 4 3 2 3 4 6
cosecx | —2 —\/5 —% —1 —% V2| =2

Finalmente, recordando o fato de que a fungdo cossecante
é periodica com periodo igual a 27, podemos utilizar os valores
acima para esbocar seu grafico, o que fazemos na figura a

seguir:
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—2r _3m 3m 27
2 2
Recordando que
<7r ) 1 1
senx'=cos |- —z) = =
2 senz  cos (3 —x)

s
— CcosecT = secC (5 — .13)

(sempre que sen z e cos (g — x) forem nao nulos), nao é dificil
perceber que podemos obter o grafico da fungao cossecante a

partir do grafico da funcao secante por meio de uma translacao
T
de — unidades para a direita, paralelamente ao eixo das

abscissas. Por isso é que as curvas que compdem os graficos
dessas duas fungoes sdo tao parecidas.

http://matematica.obmep.org.br/ P.6
matematica@obmep.org.br



Dominio, imagem e grafico da funcao cotan-
gente

Sabemos que, dado = € R, pode-se definir a cotangente de x
se, e somente se, x # km, k € Z. Desse modo, fazendo Dy =
{z € Rlz # kn,k € Z}, podemos definir a funcdo cotangente

cotg : Do — R, que a cada x em D5 faz corresponder o valor
cotg x. Mostramos em aulas anteriores que se, x € Do, entdao

1
cotg x = —; assim,
tgx

1
tg(x +p) tgw
<~ tg(z +p) =tgw

cotg(z + p) = cotgx <—

Como a funcao tangente tem periodo 7, segue dos calculos
acima que a funcéo cotangente também-é periédica e o seu
periodo também é igual a 7.

Sabemos que a fung¢éo tg 'R —"R é sobrejetora, isto é,
sua imagem é todo o conjunto R. Além disso, os nimeros
reais que nao pertencem a Dy sao exatamente os pontos nos
quais a tangente é igual a zero. Desse modo, dado qualquer
y 1ieal tal que y # 0, temos que existe x real, tal que = # k7

e — =tgux, ou seja
Y

1
Yy = —— =cotgzx.
tgx
Portanto; concluimos que a fungao cotg : Do — R também é
sobrejetora, logo, sua imagem é R.
Para esbocar o grafico da funcéo cotangente, vamos usar

a identidade cotgx = , £ € Do, para calcular cotgx em
cos T

alguns valores de z.

s 1 1 3
cotg(7>: :—:—:\/g,
o) (D) VB VA
6 yo
3
cot (I)—il —1—1
#\1) T Gl
4
http://matematica.obmep.org.br/ P.7

matematica@obmep.org.br



Por outro lado, utilizando uma vez mais redugées ao primeiro
quadrante, construimos a seguinte tabelas de pares ordenados
(z, cotg x).

e (§) = e = = 2

i T T T 2 3 5
x 6 | 4| 3 | 2| B3 |4 | 6
cotgx \/3 1 @ 0| — ? -1 | — \/3

Finalmente, usando o fato de que o periodo-da funcgao
cotangente é igual a 7, temos o seguinte esbogo de seu gréfico.
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Recordando que
i ™
sen x = cos (5—1‘) e cosxzsen(§—x),

temos, sempre que senz,cosx # 0,

1 cos T
cotgr = — =
tgx senz

T
B sen (5 — 33) B T
cos(— —ux
2
Assim, como no caso da fungdo cossecante, ndo ¢é dificil
perceber que podemos obter o grafico da fungao cotangente

a partir do grafico da funcdo tangente por meio de dois
“movimentos: inicialmente, uma reflexao em torno do eixo das

. ~ ™ .
ordenadas; em seguida, uma transla¢do de.— unidades para

a direita, paralelamente ao eixo das abscissas. Também aqui,
é por isso é que as curvas que compoem os graficos dessas
duas funcoes sao tao parecidas.

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessdes de 50min
para expor 0 conteudo deste material. Observamos, ainda,
que pode ser util, para a aprendizagem da turma, o profes-
sor apresentar variagoes das fungdes secante, cossecante e
cotangente — por exemplo, 2sec e cosec(3z) — e pedir aos
alunos para tentarem descobrir o efeito que essas mudancas
causam no dominio, na imagem e nos graficos dessas funcoes.

Dados D C R e uma fungdo f: D — R, seja g : £ —
Reh: F — R as fungoes dadas por g(z) = f(z +a) e
h(z) = f(az), com a # 0. A referéncia [2] explica que
E={x—a;xz€D}eF = {57 T € D}; ela explica, ainda,
a relagdo entre os graficos de f e de g, bem como de f e
de h. As observagoes que fizemos aqui, relativas as relagoes
entre os graficos das fungdes secante e cossecante, tangente e
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cotangente, sdo casos particulares dessa situagdo mais geral.
A referéncia [1] explica a Trigonometria bésica e suas relagoes
com a Geometria, enquanto a referéncia [2] traz um curso
completo de Trigonometria.
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