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1 Propriedades dos restos

Nesta aula, retomamos o estudo da operacdo de divisao,
examinando duas propriedades simples que serdo bastante
uteis na aula sobre critérios de divisibilidade, que vira adiante.

Dessa vez, ao invés de centrar nossa atengao nos divisores,
queremos entender melhor o comportamento dos restos de
divisbes de vérios ntimeros por um mesmo divisor. Usamos
ideias semelhantes as da aula “A operacéo de divisao”, deste
modulo.

1.1 Somando restos

Exemplo 1. Observe que o nidmero 100 deiza resto 1 na
divisdo por 3, pois 100 = 3x33 4+ 1. Por outro lado, 0 nimero
73 também deiza resto 1 na divisdo por 3, pois T3 = 3x24+ 1.
Use tais observagdes para calcular o resto da divisdo de 173
por 3.

Solucao. E claro que poderiamos simplesmente dividir o
numero 173 por 3, montando o dispositivo padrao da divisao
para obter o quociente e o resto. No entanto, queremos saber
se é possivel usar as informacoes adicionais que nos foram
dadas no enunciado.para_ obter rapidamente esses valores,
com especial interesse no valor do resto.

A resposta curta é que sim: como 173 = 100 + 73, para
obter o resto de 173 por 3, somamos o resto de 100 por 34 ao
resto de 73 por 3. Como foi dado no enunciado que o resto
de 100 por 3 ¢ 1 e o resto de 73 por 3 é 1, concluimos que o
resto'de 173 por 3 é igual a 1+ 1, ou seja, a resposta é 2.

No exemplo seguinte, veremos que ha um cuidado adicio-
nal que precisamos ter ao somar os restos. Por hora, vamos
tentar entender porque essa conta funciona.

A primeira maneira é interpretando as divisoes. O cédlculo
100 = 3x33 + 1 nos diz que podemos agrupar 100 objetos em
33 grupos de 3 sendo que sobrard 1 objeto. Podemos ignorar
a quantidade de grupos formados e focar apenas no fato de
que 1 objeto ficou “sem grupo”. Da mesma forma, ao fazer
73 = 3x24 + 1, formamos 24 grupos de 3 objetos e sobra 1
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objeto. Assim, ao juntar todos os 173 objetos, mantendo os
mesmos grupos que ja haviam sido formados anteriormente,
ficamos com 2 objetos sem grupo.

Também podemos expressar a argumentacao acima, com
a seguinte conta, em que colocamos em evidéncia o divisor 3:

173 =100+ 73
=(3x33+1)+ (3x24+1)
=3x33+3x24+1+1
= 3%(33 4 24) + 2
= 3xd7 + 2.

Aqui, fomos um pouco adiante e calculamos também o quoci-
ente 57 da divisao de 173 por 3.

Sugerimos que o leitor faca diretamente a divisao de 173
por 3 para conferir que o quociente é 57 e.o resto é 2. O

Vejamos outro exemplo, onde teremos que tomar um
cuidado adicional.

Exemplo 2. Sabendo que o resto da divisdo de 1000 por 7 é
igual a 6 e o resto da divisdo de 402 por 7 € igual a 3, calcule
o resto da divisao de 1402 por 7.

Solugao. Como antes, veja que, agrupando os 1000 objetos
em grupos de 7, teremos uma sobra de 6 objetos. Aqui, nao
nos interessa o quociente da divisao, ou seja, nao importa
quantos grupos foram formados. O que importa é que ficamos
com esses 6 objetos “Orfaos”. Da mesma forma, ao dividir
402 por 7, sao formados alguns grupos e sobram 3 objetos.

Seguindo a légica do exemplo anterior, ao juntar todos os
1402 objetos ficamos com 6 + 3 = 9 sobrando. O problema
é que 9 nao é menor do que 7 e, assim, 9 ndo pode ser
considerado resto da divisdo de um numero por 7. Isso
porque com os 9 objetos que sobraram podemos montar mais
um grupo de 7 objetos, de forma que restam apenas 2 objetos
sem grupo.

Logo, o resto da divisdo de 1402 = 1000 4 402 por 7 é
igual a 2 (que é o resto da divisdo, por 7, da soma 6 + 3 dos
restos das divisoes de 1000 e de 402). O
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O interessante da solugdo acima é que ela pode ser usada
mesmo em casos nos quais ndo conhegamos os niimeros que
estdo sendo divididos (ou seja, os dividendos).

Exemplo 3. Carla escreveu um nidmero em um pedago de
papel. Camila fez 0 mesmo. Rafael, observou os dois nimeros
e escreveu sua soma. Carla observou que o resto de seu
numero na diwvisdo por 7 € igual a 5. Camila observou que
o resto de seu numero por 7 € igual a 3. Qual o resto do
numero escrito por Rafael na divisdo por 7%

Solugao. Como o ntimero de Rafael é a soma dos nimeros
de Carla e Camila, primeiro somamos os restos obtidos por
Carla e Camila: 5+ 3 = 8. Assim, Rafael tem alguns grupos
de 7 objetos e uma sobra de 8 objetos. Com a sobra de 8, ele
pode formar mais um grupo de 7 objetos, retando apenas 1
objeto sem grupo. Assim, o resto do ntimero de Rafael por 7
é igual a 1. O

Observacao 4. No exemplo acima é importante que todos
estejam dividindo seus valores por um mesmo niumero (ou
seja, que o divisor seja sempre o mesmo, no caso, 7). O
argumento ndao funcionaria se, por exemplo, Carla estivesse
realizando uma divisao por 7 e Camila uma divisdo por 5.

A discussdo pode ser resumida na seguinte propriedade.

Seja d um numero natural. O resto na
divisao de uma soma por d é igual ao
resto da soma dos restos das parcelas
(nas respectivas divisées por d).

Reescrevamos a propriedade acima usando simbolos ma-
tematicos:

Sejam m, n e d nimeros naturais. Se x é o
resto da divisao de n por d e y é o resto da
divisao de m por d, entao o resto da divisao
de n+m por d é igual ao resto da divisdo de
x + y por d.
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Observacao 5. A propriedade acima é falsa se trocarmos
“resto” por “quociente”. O quociente de uma soma de dois
numeros por d pode ser igual a soma dos quocientes das
parcelas por d, mas também pode ser igual a essa soma mais 1.
(Porque?).

Para fixar as ideias, vejamos um exemplo com véarias di-
visdes. Observe as seguintes divisdes do ntimero 47 por 2,
3, 4 e 5 respectivamente. (Sugerimos que o leitor monte o
dispositivo da divisdo e faca as contas por si mesmo, antes
de conferir os resultados abaixo.)

Divisdo por 2: 47 =2 x 23+ 1 (quociente: 23 e resto: 1).
Diviséo por 3: 47 =3 x 15 +2 (quociente: 15 e resto: 2).
Divisdo por 4: 47 =4 x 11+ 3 (quociente: 11 e resto: 3).
Divisdo por 5: 47 =5 x 9+ 2 (quociente: 9 e resto: 2).

Agora, quebremos o nuimero 47 em duas parcelas, de
forma arbitraria; por exemplo, 47 = 16 + 31. Em seguida,
calculemos os restos dos ntimeros 16 e 31 por 2, 3, 4 e 5. Os
resultados foram organizados na seguinte tabela:

Ntmero: 16 + 31 = 47
Resto da divisao por 2: 0 + 1 = 1
Resto da divisao por 3: 1 + 1 = 2
Resto da divisdo por 4: 0 + 3 = 3
Resto da divisao por 5: 1 + 1 = 2

No exemplo acima, em cada linha a soma dos restos é
menor do que o divisor, logo, a soma dos restos é o resto da
soma. Quando isso ndo ocorrer, lembre-se de tomar o resto
da soma dos restos. Por exemplo, o resto do ntimero 101 por
4 é igual 1; mas, se escrevemos 100 = 23 + 78 e calcularmos
os restos de 23 e 78 por 4, obteremos:

Ntumero: 23 + 78 = 101

1

Resto da divisdo por 4: 3 + 2 = 5’
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Ou seja, a soma dos restos é 3+ 2 = 5, que nao é o resto
da soma 23 4+ 78. Como vimos, o resto da soma é 1 (que é o
resto de 3+ 2 = 5 por 4).

Toda a discussao acima, permanece valida se tivermos
mais do que duas parcelas. Por exemplo, veja que os restos
dos numeros 3000, 200, 50 e 7 na divisdo por 3 sdo iguais a 0,
2, 2 e 1, respectivamente. Assim, o resto da divisdo de 3247
por 3 pode ser calculado como mostrado na tabela abaixo:

Numero: 3000 + 200 + 50 + 7 3247

2

7

Em palavras, primeiro somamos os restos: 0+24241 = 5;
em seguida, calculamos o resto dessa soma por-3. Assim,
obtemos a resposta, 2.

I

Resto por 3: 0+ 24 241

Observacdo 6. E possivel adaptar a propriedade discutida
nesta se¢do também para a operagdo de subtragdo. Contudo,
¢ preciso tomar um cuidado especial com o caso em que a
diferenca entre os restos seja um numero negativo. Em uma
tal situacdo, deve-se somar o dividendo a diferenca entre os
restos, para obter um nimero maior ou igual a zero.

Um exemplo deve esclarecer a situagdo: conforme vimos
acima, o resto da divisao de 3000 por 3 é 0, enquanto o da
divisdo de 200 por 3 é 2. Como 0 —2=—2=—-3+1, o resto
da divisdo_de 3000 — 200 = 2800 por 3 é 1 =3+ (—2). Isso
ocorre porque 3000 = 1000x3 e 200 = 66x3 + 2, logo,

3000 — 200 = 1000x3 — (66x3 + 2)
= (1000 — 66)x3 — 2
= (1000 — 66)x3 — 3+ 1
= (1000 — 66 — 1)x3 + 1.

1.2 Multiplicando restos

A propriedade discutida na secdo anterior também vale para
a operacao de multiplicagdo. Isso acaba sendo bastante 1til,
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uma vez que a multiplicacdo tende a produzir niimeros gran-
des rapidamente.

Exemplo 7. Qual o resto da divisao do nimero 73x41 na
divisdo por 77

Solugao. Uma vez mais, é claro que poderiamos calcular o
produto 73x41 e, em seguida, realizar a divisdo por 7 para
obter o resto desejado. (Sugerimos que o leitor faga isso,
a fim de conferir a resposta.) Entretanto, podemos chegar
no resultado “de cabega”, fazendo poucas contas, conforme
descrito a seguir.

O resto de 73 por 7 é claramente igual a 3, ja que 70 é
um multiplo de 7. Por outro lado, o resto de 41 por 7 ¢é igual
a 6, uma vez que 41 = 35+ 6 e 35 é um miiltiplo de 7. (Uma
alternativa mais rdapida seria perceber que 42 ¢é multiplo de
7 e, por isso, 42 — 1 deve deixar resto 6 na divisdo por 7.)
Assim, o resto da divis@o de 73%41 por 7.¢é igual ao resto
da divisao de 3x6 (o produto dos restos dos fatores) por 7.
Como 3x6 = 18 e o resto de 18 por 7 € igual a 4, temos que
o resto da divisdo de 73x41 por 7 também é igual a 4. [

A justificativa de por que a solug¢do acima funciona nao
é tao 6bvia quanto no caso do soma, para ser explicada em
palavras. Mas, se vocé pensar um pouco, vai perceber que
é verdade, utilizando a propriedade distributiva da multi-
plicacdo. Vejamos:
73 = 7x10 + 3,
41 = Tx5+ 6.

73x41 = (7x10 4 3)x(7x5 + 6)
AT+
= Tx10x7x5 4+ 7x10x6 + 3x7xH + 3x6

= 7x(10x7x5 4 10x6 + 3x5) + 3x6
= Txq+ 18.

Logo,
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Aqui, ndo nos preocupamos em calcular o valor do quo-
ciente (denotado por ¢, na expressdo acima). O importante
é que o numero 7xq é um multiplo de 7, logo, deixa resto 0
na divisdo por 7. Assim, usando a propriedade da soma dos
restos, temos que o resto de 73x41 por 7 é igual ao resto de
0 + 18 por 7, que, por sua vez, € igual ao resto de 18 por 7,
que é 4.

O leitor pode perceber que o argumento acima nao é
particular para os ntimeros 73, 41 e 7; um calculo semelhante
funciona de forma geral. Assim, podemos enunciar o seguinte
resultado.

Seja d um numero natural. O resto na
divisdo de um produto de dois nimeros
por d é igual ao resto, da divisao por
d, do produto dos restos desses dois
fatores (em suas respectivas divisoes
por d).

Como antes, também podemos escrever essa propriedade
de forma detalhada, em simbolos.

Sejam m, n e d ntimeros naturais. Se x é o
resto da divisao de n por d e y é o resto da
divisao de m por d, entao o resto da divisao
de nxm por d é igual ao resto da divisdao de
xxy por d.

Como antes, a propriedade enunciada acima também vale
para produtos de mais de dois fatores. Vejamos um

Exemplo 8. Mostre que toda poténcia de 4 deiza resto 1 na
divisdo por 3.

Solugao. Vamos usar a propriedade da multiplicacdo dos
restos. Como 4 = 3 + 1, temos que o resto da divisao de 4
por 3 é 1. Uma poténcia de 4 é um numero da forma:

4" = 4x4x ... x4.
N———

n vezes
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Assim, o resto de 4™ por 3 é igual ao produto dos restos:

Ix1x...x1=1,
—_——

n vezes

ja que o produto de nimeros iguais a 1 é igual a 1.
Em particular, segue que os ntimeros:

4t =4, 42=16, 43=64, 4* =256, 4°=1024,...

todos deixam resto 1 na divisdao por 3. O

Dicas para o Professor

Este material pode ser tratado em um encontro de 50
minutos. O professor experiente pode notar, aqui reunidos, os
rudimentos de operagoes relacionadas a relagdo de congruéncia
entre inteiros, médulo um inteiro maior que 1. Nao cabe tratar
de congruéncias aqui, dado que o material é voltado a alunos
do sexto ano. Ainda assim, a familiariedade com a aritmética
dos restos é algo que pode ser de grande valia para os alunos,
em estudos futuros.
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