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Neste material, vamos apresentar uma série de proble-
mas que envolvem as fungoes trigonométricas seno, cosseno,
tangente, cossecante, secante e cotangente. Para resolver
tais problemas, além de utilizar as defini¢oes e as proprieda-
des dessas fungoes, langaremos mao das féormulas que foram
deduzidas no moédulo anterior.

Podemos utilizar as férmulas que envolvem o seno, o
cosseno e a tangente de um arco para deduzir férmulas corres-
pondentes envolvendo a cossecante, a secante e a cotangente
desse arco; entretanto, em {z € R|x # %”; k € Z}, podemos
calcular os inversos da cossecante, da secante e da cotangente
de um arco para obter o seno, cosseno e tangente desse arco,
usar formulas para tais fungoes e, depois, calcular novamente
inversos para voltar a cossecante, secante e cotangente do arco.
Assim, nao se faz necessario deduzir férmulas adicionais.

Exemplos

Exemplo 1 (FEI). Sex # %’T, k€ Z, fortal que cotg x+tgx =
3, entdo sen2x serd igual a:

1
(a) 3-
3
() 5.
(c) 3.
(d) 3.
(e) nda.
Solugdo. Sabemos que tgx = 5222 e cotgw = 227, Logo,
cotgx +tgr =3 <
senr  cosw
= + =
cosxT  senc
sen?  + cos? x
= — =3
COSTsen
< sen’z + cos’z = 3senzcosx
<= 1=3senxcosz.
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Dai, segue que senx cosx = % Agora, invocando a féormula
para o seno do arco duplo,

sen(2z) = 2sen z cos z,

obtemos
(a)—2. L2
sen(2x) =2 - = -.
3 3
Portanto, a alternativa correta é a da letra (d). O

Exemplo 2 (FUVEST). Assinale a alternativa que corresponde
ao valor de (tg10° + cotg 10°) - sen 20°:

=N

[\

ot

e) 4.

= o __ senl0° o __ cos10°
Solugdo. Temos que tg10% = 232405, cotg 10° = 2905 e

sen 20° = sen(2 - 10°) = 2sen 10° cos 10°. Logo,

(tg 10° + cotg 10°) - sen 20° =
B (sen 10°° cos10°

-2 10° 10°
cos10° sen 10° ) sen o8

en10° + cos? 10°
_ (sen o—i— cos ) - 2sen 10%cos 10°

co n 10°
= (sen®10° + cos® 10°) - 2
=1-2=2.
Assim; a alternativa correta é a da letra (c). O

Exemplo 3 (UFSM). Seja f : (O,g) — R a fungao definida
por
sen(m + ) + tgz + cos (3 — x)

fl@) = cotg x ’
Sabendo-se que sen = g com 0 < 0 < 7, entao f(0) ¢
igual a:
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L R[N

e) g

Solugdo. Vamos utilizar a identidade sen? + cos? 6 = 1,
juntamente com o fato de que sen 6 = g e 0 <6 <7%,para
encontrar o valor de cosf. Com efeito, temos
2
cos’f =1—sen?f =1— ({)

2

_1_ 2.7
99

Uma vez que 0 < 6 < § = cosf) > 0, obtemos cos 0 = g

Agora, o cédlculo acima dé

V2

VT

sen 0

tgf =

IS A

cosf

cotgf =

S

1 p—
tgh
Por outro lado, sabemos que

sen(m+ ) = senmcosf + cosmsend = —sen

cos (g — 9) = send.
Portanto,
sen(m + 6) + tg 6 + cos (5 — 0)
cotg 6
—serrt + tg 0 + serd
cotg 6

f0) =

tg 6
cotgf’
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Logo,

V2
FO) = V2 V22
V7 7
I VT VT
Desse modo, a alternativa correta é a da letra (b). O

1
Exemplo 4 (ITA). Se cos(2z) = 2 assinale o alternativa que

corresponde a um possivel valor para

cotgx — 1

cosec(x — m) —sec(m — )’

Solugado. Utilizando uma das féormulas para o cosseno do
arco duplo, temos que

1 , 1
cos(2x) = 5 < 2cos“z—1= 3

(E)ZCOSQ:JJ:g

— cos?z =

%Mw

V3
<<= COST = —_.

ou CoOST = —

Em particular, z # %’T, k € Z. Por outro lado, temos

coszT cosx —senx
cotgxr — 1 = -1l=—
sen x sen x

Além disso, argumentando como na solucdo do exemplo ante-
rior, temos

sen(mr —x) = —senxz e cos(m —x) = —cosz,
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de modo que

1 1 1
cosec(x — ) = = =—
sen(m —x) —senx sen x
e
1 1 1
sec(x —m) = = =— .
cos(m —x) —cosx cos

Juntando as informacées acima, obtemos

cotgxr — 1

cosec(z — ) — sec(m — x)
cosxr—sen x
sen x
__1 I
sen x cos T
COSs r—sen x
sen r
—cosxztsenx
senx cosx

_ —(sen=z ST) SeRL CosT
B Ben-a se ST
= —cosz.
Logo,
cotgx — 1 V3 V3
=—cosT=——— ou —
cosec(z — ) —sec(w — x) 2 2

e, assim, a alternativa correta é a da letra (a).
Exemplo 5 (IME). Seja

S = (1+tga+seca)(l+ cotga — cosec ).

Mostre que S ¢é inteiro para todo o # %T, comk € Z, e calcule

o seu valor.

Solugao. Para simplificar a notacéo, denotaremos a = sen «
e b= cosa. Veja que a e b sdo ambos nao nulos, pois a # %r

para todo k € Z, e

a®>+ b2 =sen®a + cos®a = 1.
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Entao

S =(1+tga+seca)(l+ cotga — cosec o)
sen o 1 cos o 1
—(1+ + 1+ -
cosa  COS sena  sen o
a 1 b 1
=(1+=+2)(1+=2=2=
( +b+b>< +a a)
C(bta+1\ fa+b—1
= ; . .

Multiplicando os dois fatores acima e substituindo.a®+b% = 1,
obtemos

ab+b* -k +a’+ab—d+d+k—1

S:
ab
_2ab—|—a2+b2—1
o ab
2ab
= a :2

“ab

Exemplo 6. Seja ABC um triangulo tal que

2sen' A~ sen B — sen C = 0.

Prove que owalor de cotg (g) -cotg (% € um ndmero inteiro

e o determine.

Solugao. Vamos denotar A= a, B=beC =c. Como j7
B e C sao angulos internos de um triangulo, temos

a+b+c=m.
Por hipétese, temos

2sena = senb + sen c;
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logo, utilizando a férmula para o seno do arco duplo e o fato
de que sena = sen(m — a), obtemos

senb + senc = 2sena = 2sen(r — a)

b
= 2sen(b+ ¢) = 2sen (2~ ;C>

b+c b+c
=225 3
sen( 5 )cos( 5 )
= 4sen bt Ccos btc
N 2 2 )

Além disso, utilizando uma das férmulas de transformagao
em produto, obtemos

senb + senc = 2sen (b;—C) COS (b;C> .

Comparando os dois valores obtidos acima para senb +
sen ¢, concluimos que

b+c b+c b+ ¢ b—c
4 sen cos =2sen | —— | cos .
2 2 2 2

btc _ m—a c

2 T2

Observando que sen (bgc) # 0 (uma vez que

0,Z)), ficamos com
(0.3));

9 b+c\ b—c
cos < = cos 5 .

Agora, utilizando as féormulas para o cosseno da soma e
da diferenca, obtemos

b+e b ¢

2 :2 — —

cos( 5 ) cos(2+2>
b c

—cos (5 ) cos (5) +sen (5 ) sen (5.

http://matematica.obmep.org.br/ P.7
matematica@obmep.org.br




Portanto,
2 cos (g) cos (g) — 2sen (g) sen (g) =
= Cos (g) Ccos (g) + sen (g) sen (g) ,

de onde

b c b c
cos | = | cos <7> =3sen | = | sen (7) .
2 2 2 2
Finalmente, dividindo os dois membros da dltima igual-
dade por sen (%) sen (g), chegamos a

cotg <Z2)) cotg (g) =3,

que é inteiro. O
Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50 minutos
para expor o contetido deste material. Recomendamos que
o professor faga uma pequena revisao sobre as férmulas de
adicao e transformacdo em produto apresentadas anterior-
mente, as quais sdo bastante utilizadas ao longo deste material.
Sempre que um problema envolver as funcoes tangente, cos-
ssecante, secante ou cotangente, é importante ressaltar os
nimeros reais para os quais essas fungoes nao estao definidas,
valores estes que devem ser descartados.

A referéncia [2] traz um curso completo de Trigonometria;
a referéncia [1] coleciona dezenas de aplicagdes interessantes
da Trigonometria & Geometria.
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