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1 Axiomas da geometria no espago

Em nosso estudo de geometria espacial, vamos considerar
o espacgo E como um conjunto cujos elementos serao cha-
mados pontos. No que se segue, pontos serao denotados
por letras latinas maiusculas: A, B, C etc.

Um subconjunto F de E é denominado uma figura do
espaco. No espaco E hd dois tipos especiais de figuras:
retas, que denotaremos usando letras latinas minusculas:
r, s,t etc. e planos, que serao denotados por letras gregas
mintsculas: «, 3,7 etc.

Observe que ndo definimos ponto, reta ou plano. A
principio, retas e planos sao meramente conjuntos de pon-
tos, ou seja, figuras de F. Esses conjuntos sao caracteri-
zados nao por uma defini¢do, mas por certas propriedades
basicas que eles possuem. Objetos matematicos caracte-
rizados dessa maneira sao denominados nog¢oes primiti-
vas. Por outro lado, as propriedades bésicas das nogoes
primitivas de ponto, reta e plano, listadas a seguir, sao
assumidas como validas sem necessidade de demonstragao
(i.e., de justificativa); por isso, dizemos que se tratam dos
axiomas relativos a pontos, retas e planos do espaco F.

(E-1) Por dois pontos do espaco passa uma e somente uma
reta.

(E-2) Dada uma reta t no espago, existem pontos que per-
tencem a t e pontos que nao pertencem a t.

(E-3) Por trés pontos do espago, nao situados em uma
mesma reta, passa um e somente um plano.

(E-4) Dado um plano no espaco, existem pontos que perten-
cem ao plano e pontos que nao pertencem ao plano.

(E-5) Se dois planos distintos possuem um ponto em comum,
entdo eles possuem pelo menos mais um ponto em
comum, logo, pelo menos uma reta em comum.

Também vamos assumir a validade do seguinte fato:

(E-6) Os resultados da geometria plana continuam vélidos

para figuras que estejam contidas em um plano « de
E.

Com os axiomas acima, ja podemos obter alguns resul-
tados importantes.

Teorema 1. Se dois planos distintos tém pelo menos um
ponto em comum, entao eles tém exatamente uma reta em
comum.

Prova. Sejam « e 8 dois planos distintos, com pelo menos
um ponto em comum. Pelo axioma (E-5), « e § tém pelo
menos uma reta r em comum. Por contradigao, suponha
que aNp # r. Entao podemos tomar um ponto C' em aNf,
tal que C ¢ r. Sendo A e B dois pontos de r, temos que
A, B e C nao estdo situados sobre uma mesma reta (uma

vez que C ¢ ). Logo, segue do axioma (E-3) que A,Be C
determinam um unico plano . Mas, como A, B,C € a, 3,
concluimos que a« = v = 3, o que é um absurdo. o

Teorema 2. Se uma reta tem dois de seus pontos em um
plano, entdo ela estd contida nesse plano.

Prova. Seja r uma reta e « um plano com dois pontos em
comum. Sejam A, B € r N« esses pontos. Da geometria
plana, sabemos que existe uma tinica reta no plano «, con-
tendo os pontos A e B. Chamemos essa reta de ¢, de modo
que t C a. Pelo axioma (E-1) acima, existe uma tnica reta
no espago que passa por A e B. Mas, como r e t passam
por A e B, temos que r =t C a. O

Teorema 3. Por uma reta r e um ponto P & r passa um
unico plano.

Prova. Sejam A e B dois pontos distintos sobre a reta r.
Entao A, B e P sdo trés pontos distintos e ndo colineares.
Logo, pelo axioma (E-3), existe um tnico plano « contendo
esses trés pontos. Em particular, como « contém A e B,
temos pelo Teorema 2 que r C «. O

Mais alguns comentdrios sobre os axiomas: (E-2) e (E-4)
garantem que o espago F tem uma abundancia de pontos.
Mais precisamente, (E-2) garante que ndo existem retas
vazias e que o espaco todo nao é meramente uma reta. Da
mesma forma, (E-4) garante que nao existem planos vazios
e que o espago F nao é meramente um plano.

A unicidade exigida em (E-1) e (E-3) garante que os
objetos “reta” e “plano” que estamos estudando corres-
pondem a nogao intuitiva que temos sobre eles.

Do axioma (E-5), podemos inferir que dois planos no
espaco podem ocupar apenas trés posigoes relativas:

(i) ou sdo coincidentes (situagdo em que, pelo axioma
(E-3), tém pelo menos trés pontos em comum);

(ii) ou s@o paralelos (quando ndo tém pontos em co-
mum);

(iii) ou sao secantes (situacdo em que tém exatamente
uma reta em comum).

Exemplo 4. Seja F uma figura tal que quaisquer quatro de
seus pontos pertencem a um mesmo plano. Mostre que F
estd contida em um plano.

Solugao. Se F tem no méximo trés pontos, entao F estd
contida em algum plano. Vamos, entao, supor que F tem
pelo menos quatro pontos. Se todos os pontos de F esti-
verem em uma mesma reta, eles estarao contidos em qual-
quer plano que contenha essa reta. Podemos supor, entao,
que em F ha pelo menos trés pontos nao colineares A, B e
C. Seja a o plano determinado por esses trés pontos. Se
P € F é um ponto diferente de A, B e C, entao A,B,C e
P estao contidos em um mesmo plano, que tem que ser o
plano «, pelo axioma (E-3). O
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2 Posicoes relativas de retas no es-
pago

Os axiomas vistos na se¢ao anterior garantem que existem
em F duas retas que nao estao contidas em um mesmo
plano. De fato, pelo axioma (E-2) podemos considerar
trés pontos nao colineares A, B e C. Seja 7 o plano de-
terminado por esses trés pontos (de acordo com o axioma
(E-3)). Seja P um ponto fora do plano 7 (o qual existe,
pelo axioma (E-4)). Afirmamos que as retas BC' e AP nao
estao contidas em um mesmo plano. De fato, se essas retas
estivessem contidas em um mesmo plano, entao esse plano
conteria os pontos A, B, C' e P, o que néo é possivel, pois,
por construgao, P nao pertence ao plano que passa por
A, BeC.

Duas retas que nao pertencem a um mesmo plano sao
chamadas retas reversas (veja a figura [I). Por outro
lado, se duas retas estao situadas em um mesmo plano
mas nao se intersectam, dizemos que elas sao retas pa-
ralelas. Escrevemos r || s para indicar que as retas r e s
sao paralelas. Finalmente, se duas retas distintas se inter-
sectam, dizemos que elas sao retas concorrentes. Nesse
altimo caso, a intersecao entre as retas é formada por um
tnico ponto, dito o ponto de intersegao entre as retas.
Note que, se r e s tém pelo menos dois pontos em comum,
entdo r = s pelo axioma (E-1).

B T TE TP

Figura 1: as retas r e s sao reversas.

Como duas retas paralelas sao necessariamente copla-
nares, isto é, estao contidas em um mesmo plano, pode-
mos afirmar que, se r || s, entdo existe um tnico plano que
contém 7 e s. O teorema a seguir mostra que o mesmo
resultado vale se 7 e s sao concorrentes.

Teorema 5. Duas retas concorrentes determinam um
unico plano.

Prova. Sejam r e s as duas retas, e seja rNs = {A4}.
Sejam BereC € s,com B# AeC # A. Entao, A,B e
C nao sao colineares, pois do contrario teriamos r = s, o
que nao ocorre. Pelo axioma (E-3), existe um tinico plano

« passando pelos trés pontos A, B e C; logo, e é o0 unico
plano que contém as retas r e s. o

Exemplo 6. Considere um conjunto de retas do espago,
contendo pelo menos trés retas distintas. Mostre que, se
duas quaisquer dessas retas sao concorrentes, entao elas
estao todas em um mesmo plano ou passam todas por um
mesmo ponto.

Prova. Seja C esse conjunto de retas e sejam r, s € C duas
retas distintas. Set € Cet # r, t # s, entdo, por hipétese,
sabemos que tNr = {A} e tNs = {B}, para certos pontos
AeB. Se A= B, entao 1, s e t passam por A. Se A # B,
entao t estd contida no plano determinado por r e s, pois
tem dois pontos (A e B) em comum com esse plano (veja
o Teorema [2)).

Agora, se nem todas as retas de C passam por um mesmo
ponto, entdo existem retas distintas 7,s,t € C, tais que
rNs={A}erns={B}lesnt={C}, com A, BeC
dois a dois distintos. Seja também « o plano determinado
pelos pontos A, B e C, e u uma quarta reta em C. Como
u concorre com 7, s e t, temos uNr ={D}, uns = {E}
e uNt = {F}, para certos pontos D, E e F. Veja que nao
podemos ter D = E = F pois, do contrario esse ponto
seria comum a 7, s e t, 0 que nao é o caso. Suponha, pois,
sem perda de generalidade, que D # E. Entdo D, E sio
pontos distintos de «, de forma que u C «. O

A relacao de paralelismo de retas é simétrica, ou seja,
se r || s, entdo s || r. O teorema a seguir garante que a
relagao de paralelismo também é transitiva, isto é, que se
r|tet] s, entdor || s.

Teorema 7. Se duas retas distintas sao paralelas a uma
terceira, entdo elas sdo paralelas entre si.

Prova. Sejam r, s e t trés retas dadas, duas a duas dis-
tintas, e suponhamos que r || t e ¢ || s. Queremos mostrar
que r || s.

Se as trés retas estao situadas em um mesmo plano, «
digamos, entao a conclusao do teorema é verdadeira, pois
se trata de uma propriedade da geometria plana, aplicada
ao plano «. Portanto, é suficiente analisarmos o caso em
que as retas r, s e t nao sao coplanares.

Figura 2: transitividade do paralelismo.
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Seja a o plano que passa pelas retas r e t e § o plano
determinado pelas retas s e t. Uma vez que as trés retas
nao estao contidas em um mesmo plano, existe um ponto
M que pertence a reta r mas nao pertence ao plano 5.

Seja v o plano determinado pela reta s e pelo ponto M.
Como M € r CaeM € ~, temos que a Ny # . Os
planos a e v sao distintos, pois a reta s estd contida em
~ mas nao em «. Assim, pelo axioma (E-5), a interse¢ao
entre os planos « e v é uma reta, que vamos chamar de /.

Vamos, agora, mostrar que ¢ = r. Para tanto, veja pri-
meiramente que ¢ e t estao contidas no plano o e r é a
Gnica reta de a que passa por M e é paralela a t. Por-
tanto, se r # £, entao £ e t nao podem ser paralelas e, dai,
tém um ponto em comum, digamos A.

Assim, o plano v contém a reta s C § e o ponto A € .
Pelo Teorema[3] somos for¢ados a concluir que 3 = . Mas
isso é uma contradigdo, pois M € ye M & f3.

A contradicao obtida acima vem de termos suposto que
£ # r. Logo, £ = r e, em particular, as retas r e s estao
contidas em um mesmo plano (o plano 7).

Vamos, por fim, mostrar que r e s sao paralelas. Supo-
nhamos o contrario, isto é, que r e s se intersectam em um
ponto B. Entao, o plano « passa por t e por B € 7 e 0
plano 8 passa por t e por B € s. Novamente pelo Teorema
Bl o« = B, o que contradiz nossa hipétese de que as trés
retas 7, s,t nao sao coplanares. Isso mostra que r e s sao
paralelas. o

Exemplo 8. Seja r uma reta qualquer e s uma reta nao
paralela a r. Mostre que todas as retas paralelas a s e
concorrentes com r estao contidas em um mesmo plano.

Solugao. Se r e s nao sao paralelas, entao r e s sao con-
correntes ou reversas. Caso sejam concorrentes, o Teorema
garante que elas determinam um plano «. Ainda nesse
caso, seja t uma reta paralela a s e tal que t Nr = {P}.
As retas t e s determinam um plano 8 que contém s e P.
Mas o plano « contém s e r, logo, também contém s e P.
Dessa forma, pelo Teoremal3l oo = 3 e a reta t estd contida
em q.

Vamos supor agora que r e s sejam reversas. Sejam tj e
to duas retas paralelas a s e concorrentes com r nos pontos
Py e Py, respectivamente. Pelo Teorema [7] t; é paralela
a to, de forma que, em particular, P; # P,. Além disso,
t1 e to determinam um plano « que contém 7, pois essa
reta tem os pontos P; e P, em comum com «. Agora, se
t é uma reta qualquer, paralela a s e concorrente com 7,
mostremos que ¢ C «. Inicialmente, como ¢ || s e s || t1,
segue novamente do Teorema [7 que ¢ é paralela a ¢; (e a
ta). Mas, sendo t Nr = {P} e 8 o plano contendo t e 1,
terfamos ¢t C «, 8 e (uma vez que P, P, € 8) r,t; C «, B.
Como r # t; (pois, do contrério, terfamos r = t; || s), o
Teorema [I] garante que o = 3. Logo, t C a. O

3 Posicoes relativas entre retas e
planos

Assim como no caso da posigao relativa entre duas retas, as
posicgoes relativas entre uma reta r e um plano « dependem
da intersecao r N a.

Se uma reta r e um plano « tém pelo menos dois pontos
em comum, entao, pelo Teorema 2] r estd contida em a.

Se uma reta r tem um dnico ponto em comum com um
plano «, dizemos que 7 e o sao secantes. Nesse caso,
o ponto P tal que r Na = {P} é chamado ponto de
intersecao de r e «.

Se uma reta e um plano nao tém pontos em comum, isto
é, se rNa = (), dizemos que a reta r é paralela ao plano
Q.

Teorema 9. Sejam « e B dois planos cuja interse¢do € a
reta £, e seja r uma reta contida em « e paralela ao plano
B. Entao as retas £ e r sdo paralelas.

Prova. Como r é paralela a 3, temos r N 3 = (). Logo,
rNlcCrnB==0e dai, rN¢ = 0. Mas, como 7 e £ sao
coplanares (pois estdo ambas contidas em «), concluimos
que 7 || £. O

A seguir, exibiremos um critério para o paralelismo entre
uma reta e um plano.

Teorema 10. Para que uma reta r seja paralela a um plano
«, € necessdrio e suficiente que r seja paralela a uma reta
s de .

Prova. Inicialmente, suponhamos que r || a, isto é, rNa =
(). Sejam P € a e (pelo Teoremal3]) 8 o plano determinado
por r e P (veja a figuraf). Como P € anNfea # 8
(poisT C B erNa=0), o Teorema[ll garante que a N 3 é
uma reta, que vamos chamar de s. Entdo, s Caes | r,
pois r e s estdo contidas em um mesmo plano (o plano 3)
erNsCrna=4{.

Figura 3: reta paralela a plano.

Reciprocamente, suponhamos que exista uma reta s,
contida em « e paralela a r (veja novamente a figura
B). Por contradi¢do, suponhamos que exista um ponto
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M € r N a. Entao, em particular, o ponto M pertence ao
plano 3, determinado pelas retas paralelas r e s. Assim,
McanfB=s,de modo que M € rNs =0, um absurdo.
Isso mostra que r e & nao tém pontos em comum, ou seja,
sao paralelos. O

Exemplo 11. Sejam A, B,C e D quatro pontos mdo ne-
cessariamente coplanares. Sejam M,N,P e @ os pontos
médios dos segmentos AB, BC, CD e DA, respectiva-
mente. Mostre que M N PQ € um paralelogramo.

Solugao. A figura M ilustra a situacao descrita no enun-
ciado do exemplo. Como os pontos A, B,C e D nao sao
necessariamente coplanares, o quadrildtero que os tem por
vértices também nao estd necessariamente contido em um
plano (denominamos um tal tipo de quadrilidtero — nao
contido em um plano — de quadrildtero reverso).

D

Figura 4: um quadrildtero reverso.

Queremos mostrar que os pontos médios M, N, P e @
sao vértices de um paralelogramo. Em particular, isso im-
plicard que M, N, P e @ sao coplanares.

D

;

Figura 5: o paralelogramo formado pelos pontos médios
dos lados de um quadrilatero reverso.

Para tanto, observe que o segmento M N (em verde, na
figura ) é base média do triangulo ABC, relativa ao lado
AC. Logo, pelo Teorema da Base Média, M N é paralelo a
AC. Da mesma forma, o segmento PQ (também em verde)
¢é base média do triangulo ACD relativa ao lado AC. Por-
tanto, novamente pelo Teorema da Base Média, PQ é pa-
ralelo a AC. Portanto, pela transitividade do paralelismo
(veja o Teorema [M]), segue que M N é paralelo a PQ. Em
particular, os quatro pontos M, N, P e () pertencem a um
Imesmo plano, o determinado pelas retas paralelas ]\WV e
PQ.

Aplicando raciocinio analogo aos segmentos coloridos em
vermelho na figura[Hl (os quais sdo as bases médias relativas
ao lado BD dos tridngulos ABD e CBD), concluimos que
MQ@ é paralelo a NP. Portanto, o quadrilatero plano de
vértices M, N, P e ) tem pares de lados opostos paralelos,
logo é um paralelogramo. O

4 Planos paralelos

Dois planos sao ditos paralelos se nao tém pontos em
comum. Usamos a notagdo « || 8 para indicar que os
planos « e B sdo paralelos. Assim,

al| B ang=0>0.

O teorema a seguir relaciona os conceitos de paralelos
para retas e planos.

Teorema 12. Se dois planos paralelos sdo intersectados
por um terceiro plano, entdo as retas de interse¢cao sao
paralelas.

Prova. Sejam « e  planos paralelos e seja v um plano
transversal, que intersecta a e [ segundo as retas r e s,
respectivamente (veja a figura [f]).

Figura 6: planos paralelos intersectados por um plano
transversal.
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Como N B = B, as retas r e s, que estdo contidas
em um mesmo plano (o plano 7), ndo podem ter pontos
em comum, pois um tal ponto seria comum aos planos
paralelos « e 3. Portanto, r e s sdo retas paralelas. O

Continuando, exibimos agora um importante critério
para o paralelismo de dois planos.

Teorema 13. Sejam a e B dois planos distintos. Suponha
que ezistam retas concorrentes r e s contidas em «, e retas
concorrentes v’ e s’ contidas em 3, comr || v es | s (veja

a figura[7). Entdo, a | 8.

(0] s 0

Figura 7: pares de retas concorrentes em planos paralelos.

Prova. Suponhamos, por contradicao, que NS # (). Pelo
Teorema[l] temos NS = £, onde £ é uma reta. Por outro
lado, uma vez que r || ' e ' C S8, segue do pelo Teorema
que r || 8. De modo andlogo, s || s’ e s’ C 8 implicam
sl 8.

Agora, pelo Teorema [d temos que r || £ e s || £. Mas
ai, pela transitividade do paralelismo de retas contidas em
um mesmo plano, terfamos necessariamente r || s, o que
nao ocorre, por hipdtese. Como chegamos a um absurda,
concluimos que os planos « e § nao podem se intersectar.
Logo, sao paralelos. O

Vamos usar o Teorema [[3] para mostrar como construir
um plano paralelo a um plano dado « e passando por um
ponto dado M’ € a. Para isso, consideramos duas retas r e
s, contidas em « e que se intersectam em M. Em seguida,
tragamos o plano 8 que passa por r ¢ M’ e o plano v passa
por s e M’. Em (3, seja r’ a reta paralela a r e passando
por M’; em ~, seja s’ a reta paralela a s passando por M’.
As retas 17 e s’ se intersectam em M’ e determinam um
plano o’. Pelo Teorema [I3] os planos a e o’ sao paralelos.

O argumento do paragrafo anterior demonstra parte do
seguinte resultado.

Teorema 14. Por um ponto ndo situado em um plano
dado, pode-se tracar um unico plano paralelo ao plano
dado.

Prova. Conforme comentamos, a existéncia de tal plano é
garantida pelo argumento delineado na discussao que pre-
cede o enunciado do teorema.

Para a unicidade, sejam dados um plano o e um ponto
M' ¢ a. Por absurdo, suponhamos que, por M’, passem
dois planos 8’ e 8", ambos paralelos a . Seja B um ponto
pertencente a 3’ mas nao pertencente a 3. Por M', B e
um ponto qualquer A € a, passa um unico plano +; seja r
a reta obtida como interse¢ao entre os planos « e v. Pelo
Teorema[I2], a reta r = N~y é paralela a reta ' = ' N~y e
também é paralela a reta r”” = 8" N~. Logo, as retas r, r’
e r”, todas contidas no plano v, sdo taisquer || 7 er || r”,
o que forca 7’/ || /. Mas isso é impossivel, pois ambas as
retas passam pelo ponto M’. O absurdo vem de termos
suposto a existéncia de dois planos distintos, paralelos ao
plano «a e passando por M’. Logo, tal plano paralelo é, de
fato, tinico. O

Dicas para o Professor

A abordagem aziomdtica ou Euclidiana da geometria es-
pacial exige mais tempo e dedicagao do professor. Vocé
pode optar por seguir esse texto ou por exibir os resulta-
dos sem as demonstracoes, ou, ainda, por omitir algumas
demonstragoes que julgar mais elaboradas. Caso opte por
seguir o texto a risca, deve estar preparado para dedicar
um bom tempo a ele. Para sermos mais precisos, estima-
mos que sejam necessdarias 4 ou 5 aulas de 50 minutos cada
para cobrir todo esse material. Esse tempo pode aumentar
ou diminuir conforme o rendimento da turma. Caso deseje
omitir algumas, ou todas as demonstragoes, o tempo ne-
cessario pode ser reduzido a, no maximo, 3 aulas de 50
minutos cada.

Um fato extremamente importante na abordagem Eucli-
diana da geometria espacial é que as figuras sao meras re-
presentagoes dos objetos geométricos. De outra forma, em-
bora a intuicao geométrica nasca dos objetos fisicos que nos
rodeiam, as figuras geométricas que definimos e estudamos
no texto nao fazem, em principio, parte do mundo fisico:
nao encontramos retas ou planos em um passeio pelo par-
que. Esses objetos, entao, existem apenas em nossa mente,
e s6 os associamos a objetos do mundo fisico que nos rodeia
pela comodidade de construirmos representacdes mentais
familiares para os mesmos.

Dessa forma, é interessante encarar a geometria como
um jogo, onde os axiomas sao as regras e as demonstracoes
sdo argumentagoes que s6 podem utilizar tais regras (ou
seja, os axiomas) e aquilo que ja foi demonstrado. Assim,
o fato de que os teoremas da geometria refletem proprie-
dades interessantes e uteis dos objetos fisicos reais que nos
circundam é secundario.

Esse modo peculiar de pensamento (axiomaético, lgico e
dedutivo) é uma heranca da antiguidade classica grega, tal-
vez a maior que recebemos dela. Qual é a vantagem desse
modo de pensamento? Longe de ser uma limitacao, ele é
uma libertacao: nao ha necessidade de trabalharmos com
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representagoes concretas (esbogos de figuras) para cons-
truirmos toda uma teoria geométrica. De outra forma,
caso um determinado conjunto satisfaga os axiomas, ele
também satisfara todos os resultados da teoria.

Mais informagoes sobre a abordagem axiomatica da Ge-
ometria podem ser encontradas na sugestao de leitura com-
plementar [2], p. 219.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Geometria. Rio de Janeiro, SBM, 2014.

2. H. B. Griffiths e P. J. Hilton, Matemdtica Cldssica,
uma Interpretacao Contemporanea, vol. 2. Sao Paulo,
Editora Edgard Bliicher/Ed. USP, 1975.

3. P. C. P. Carvalho Introducdo a Geometria Espacial,
quarta edicao. Rio de Janeiro, SBM, 2005.
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