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1 Desenvolvimento Multinomial

Nosso objetivo neste material é generalizar a férmula da
expansio do binémio de Newton (z 4 y)™. Mais especifica-
mente, queremos substituir o binémio x + y pelo trinémio
T + y + z ou, de forma mais geral, por uma soma de k
mondmios quaisquer. Em resumo, queremos calcular os
coeficientes de cada um dos mon6émios obtidos na expansao
de uma expressao do tipo (z1 + 22 + ...+ %), onde k e
n sao inteiros positivos.

Lembre-se de que, conforme demonstramos no material
sobre o bindémio de Newton, temos:

Binémio de Newton:

(§U+ )n_ nZCn-i- nxn—l 4.
Yy) = 0 1 Y
- (’?)xn—jya‘ Ty (”)yn
Vi n

O argumento que utilizaremos aqui é basicamente
idéntico ao que haviamos usado para demonstrar o fato
acima, e sera ilustrado novamente através de um exemplo.

Exemplo 1. Encontre o coeficiente de xy?z no desenvolvi-
mento de (x +y + 2)*.

Solugdo. Observe que desenvolver (x + 1+ 2)* é o mesmo
que calcular o produto

(T+y+2)-(@+ty+z)-(@ty+2) - (z+y+2)

incialmente utilizando a propriedade distributiva da mul-
tiplicacdo e, em seguida, simplificando o resultado pelo
agrupamento dos termos semelhantes (i.e., repetidos).

Antes de agruparmos os termos repetidos, o resultado é
uma soma de parcelas, cada uma das quais sendo obtida
escolhendo uma varidvel (ou seja, x, y ou z) em cada um
dos quatro fatores acima e, em seguida, multiplicando as
quatro varidveis escolhidas. Por exemplo, a parcela x - z -
x-x = x* é obtida escolhendo = em cada um dos quatro
fatores, como segue:

N T
(+y+z2)-(@+y+2)-(+y+z) (z+y+2).

Por outro lado, a parcela x -y - 2 - y = xy?z corresponde &
seguinte escolha:

T p+2) @TYe ) @415 @Ly+2).

Pelo principio fundamental da contagem temos 3* = 81
maneiras de escolher uma varidvel de cada fator. Portanto,
antes de agruparmos os termos repetidos, teriamos uma
soma de 81 parcelas, de modo que seria invidvel calcular
cada uma delas.

Por outro lado, varias dessas parcelas sao iguais. Por
exemplo, ry?z pode ser obtida como acima (como o pro-
duto zyzy, nessa ordem), como zyyz, como yzxy e de

varias outras maneiras. Na forma simplificada do desenvol-
vimento de (z +y + 2)%, o coeficiente de um determinando
termo representa justamente o niimero de parcelas iguais
a ele, dentre as 81 parcelas possiveis. Em particular, o co-
eficiente de zy?z é igual ao niimero de parcelas nas quais
escolhemos uma vez a variavel x, duas vezes a variavel y
e uma vez a varidvel z. Isso é precisamente o ntimero de
anagramas de xyyz e, portanto, pode ser obtido através
da férmula para o ntimero de permutagoes com elementos
repetidos:

4! 24
1,2,1 _ _
B =g =7 ="
Logo o coeficiente de xy?z na expansdo (z +y + 2)* de é
igual a 12. O

De forma um pouco mais geral que no exemplo anterior,
para todo natural n, todos os termos do desenvolvimento
de (x 4+ y + 2)" sdo da forma x%y’z¢, onde a, b e ¢ sdo
inteiros nao negativos tais que a + b+ ¢ = n (ressaltamos
que é permitido que a, b ou ¢ sejam nulos).

De forma mais geral ainda, dados naturais n e k, com
k > 2, e k varidveis x1,x2,...,2, temos que todos os

termos do desenvolvimento de (z1 +x2 + -+ + xk)™ sdo

da forma 7" - ay® - ... x)* onde ny 4+ .- +np = n e
ni,..., Nk sdo inteiros ndo negativos. De fato, temos
(£C1+"'+x;g)":(£C1+"'+£Ck)'.~-'(I1+"'+$k)

n vezes

(1)
e, ao executarmos as multiplicagoes do segundo membro
distributivamente, os inteiros nao negativos ni, na, ...,
ng representam exatamente os ntimeros de vezes que es-
colhemos =1, za, ..., Xk, respectivamente, nos n fatores
acima.

A discussdo acima sugere a seguinte defini¢do:

Coeficientes multinomiais: em analogia
aos coeficientes binomiais, dado um inteiro
k > 2 e inteiros nao negativos n e ny, na, ...,
ny tais que ny +ng + - - - +ni = n, definimos
o0 numero multinomial, (m nz" nk), como o
ny . n2 ; e

coeficiente de z7* 52 ... 2}* na expansao de
(k1 + 2+ -+ i)™

Por outro lado, utilizando a notagao de somatérios, ob-
temos a férmula do:

Desenvolvimento Multinomial:

($1++Ik)n:
_ n n n
= Z (nl,...,nk)xll'”xkk'

nit-+ng=n
Resta, entdao, determinarmos como calcular o valor dos
coeficientes multinomiais de forma direta. Observe que,
quando k = 2, temos n; + no = n e, pelo binémio de
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Newton, o coeficiente de z]*z5? (ou seja, de z1* x5~ ") no

desenvolvimento de (z1 + x2)™ é igual a

( n )_ (n) B n! ~_nl
ni,no ny nil (n—ny)!  nylng!’

Para o caso geral vale o seguinte teorema.

Teorema 2 (Teorema Multinomial). Dados inteiros ndo ne-
gativos ni,na,...,n; tais que ny +n2 + -+ nkp =n, 0
coeficiente de x}* - xh? - ... - xp* no desenvolvimento de
(x1+ 22+ -+ )™ € igual a:

< n
ny,n2,...,

Prova. Conforme nossa discussdo anterior, (

n!
ng/)  nilna! ...ongl

")
ni,mna,...,Ng

T ay? na expansio de

representa o coeficiente de 7' x5* ...z}
(r1 + 22+ 4+ xp)™.

Usando a mesma argumentacdo do Exemplo [I temos
um produto de n cépias de (z1 + z2+ - - + x) e devemos
escolher uma variavel de cada uma dessas copias, de forma
que a variavel x; seja escolhida exatamente n; vezes (para
cada i de 1 até k). O coeficiente desejado é o nimero de
maneiras em que isso pode ser feito.

Veja que o problema combinatério do paragrafo anterior
coincide com aquele de calcular o nimero de anagramas de
uma palavra com n letras, formada utilizando-se as letras
1, T3, ..., T de modo que, para cada i de 1 a k, a letra x;
apareca exatamente n; vezes. Isso porque cada um desses
anagramas define a ordem em que os x;’s serao escolhidos
nos n fatores 1 + o + - + Xy,

Como vimos no material sobre permutacbes com re-
peticoes, a quantidade de tais anagramas é precisamente

k

n!

Pn17n2;~~~7nk — .
" ni! na! ... ny!

Sendo assim,
<
N1, N2,y ...

Exemplo 3. Qual o coeficiente de x3y*2%w no desenvolvi-
mento de (x +y + 2z +w)°? E o coeficiente de x5y* no
mesmo desenvolvimento?

n!
) milne! oongl
O

Solucao. Basta aplicar o Teorema Multinomial direta-
mente: o coeficiente de 23y*z%w é igual a

10 100 10-9-8-7-6-5- 4
3,4,2,1)  314l2111 42

Observe que x5y* pode ser visto como 2%y*2%w°. Como

= 12.600.

446 =10 e 0! = 1, temos (novamente pelo Teorema
Multinomial) que o coeficiente de 2%y* é igual a
10\ _ [10 100 10-9-8-7- 67 910
6,4,0,0) — \6,4) ~ 6ral — 41 g7 T
O

Exemplo 4. Qual o coeficiente de x*y* no desenvolvimento
de (1 +z+y)0?

Solugdo. Aqui temos que tomar cuidado, pois, como
44 4 # 10, nao faz sentido falarmos do nimero multino-
miat (1)

Por outro lado, resolvemos esse problema notando que
basta aplicarmos o Teorema Multinomial para a expansao
de (z1 + 22 +23)° comx; =1, 79 = v e x3 = y. Assim o
coeficiente de x*y* na expressdo inicial ¢ igual ao coefici-
ente de z3x323 na expansio (z1 + x2 + x3)1%. Este dltimo
coeficiente é igual a

10 10!
—3.1
<2,4,4> orara o190

Uma relacdo importante entre ntimero binomiais e mul-
tinomiais é dada no préximo exemplo.

O

Exemplo 5. Mostre que o nimero multinomial
ny+ng + -+ ng
ni, N2, ...,Nk

€ igual ao produto de numeros binomiais

(n1 + ...+ nk) (nz + ...+ nk) (nkl + nk) (nk>
ni n2 Nk—1 ng

Solucao 1. Podemos simplesmente escrever o valor de
cada nimero binomial e cancelar os fatores repetidos. Mais
precisamente, fazendo s; = n; +n;41 + ...+ nyg, temos que
o produto em questao ¢ igual a

<S]><Sg) (Sk_]) <8k>
us Up NE—1 ng ’
que por sua vez é igual a

l

M

o ng_q!(s

s

—1)! ng!

Os termos se cancelam, um vez que s; —n; = S;+1, para
1 < i <k — 1. Portanto, o resultado do produto é:

S1 . ny+no+...4+ng
nk'_ '

ni! na! ... N1, N2, ..., N

O

Solucao 2. Podemos provar essa igualdade usando um
simples argumento de contagem.

Para tanto, seja s; definido como na solugdo anterior, e
lembre-se de que, por um lado, o nimero multinomial

(nl—i—ng—l—...—i—nk)

ny,na,...,Ng
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também representa o niimero de anagramas de uma pala-
vra com §; letras, sendo n; delas iguais a x;, para cada
inteiro ¢ de 1 a k.

Por outro lado, podemos contar essa quantidade de ana-
gramas escolhendo, inicialmente, quais ny posicoes, dentre
as s1 possiveis, serdo ocupadas por letras x;. Conforme
sabemos, isso pode ser feito de (le) modos. Feito isso, es-
colhemos quais ng posicoes, dentre as s; — n; = s que
restaram, serdo ocupadas por letras xs. Isso pode ser feito
de (222) maneiras. Sobram, entdo, s — ny = S3 posigoes,
detre as quais devemos escolher as que serdo ocupadas por
letras =3, e assim por diante. Por fim, teremos s = ny
posigoes sobrando, as quais serdo todas escolhidas para se-
rem ocupadas pelas letras xy.

Pelo principio fundamental da contagem, o ntimero de
maneiras de realizar todas essas escolhas é precisamente

() G G ).

O

Terminamos esta se¢do com uma consequéncia simples,
mas importante, da férmula do desenvolvimento multino-
mial.

Teorema 6. Fizados inteiros positivos n e k, se somarmos
0s valores de (m"nk) sobre todas as k-tuplas ordenadas
(n1,...,ng) de inteiros ndo negativos ny, ..., ng tais que
ny 4+ .-+ ng = n, o resultado obtido ¢ igual a k™. Em
simbolos,

Ryt tna=n Nyy...,NEg

Prova. Fazendo z; = ... =z, = 1, obtemos

(T1+zo+ - +a)" ' =Q+1+---+ )" ="
—_————
k
e
otan? gk =111 = 1

A férmula do enunciado segue, agora, imediatamente a
partir da formula do desenvolvimento multinomial. O

2 Mais exemplos

Esta segunda secdo coleciona alguns exemplos interessan-
tes, os quais ilustram as aplicagoes das ideias discutidas na
secao anterior.

Exemplo 7. Qual o coeficiente de x7 no desenvolvimento
de (1+ 3z + 22)4?

Solucdo. Sejam 1 = 1, £2 = 32 e 3 = 22. Estamos

considerando a expansdo de (x1 +x2 +x3)*. Pelo Teorema
Multinomial, tal expansao é a soma de termos da forma

4 a b _c __ 4 a b/ ..2\c
(a,b, C)x1x2x3 = (a,b,c)l (3x)°(z%)
_ 4 b, b+2c
o (a,b,c>3 v ’
onde a + b+ ¢ = 4.

Para calcularmos o coeficiente de z7, devemos primeiro
calcular para que valores (inteiros niao negativos) de a,b, ¢
o expoente de x no termo acima serd igual a 7. E claro
que isso vale se e s6 b+ 2c = 7. Mas, como b+ ¢ < 4, é
facil ver que a Unica possibilidade é b =1 e ¢ = 3. Nesse
caso, (a,b,c¢) = (0,1,3) e, para esses valores, o coeficiente

de 27 ¢ igual a:
4 4!
31=—.3=12.
(0, 1,3) 31

O

Exemplo 8. Qual o coeficiente de x* no desenvolvimento
de (1 + 3z — 222)107

Solucao. Pela mesma argumentacdo do exemplo an-
terior, cada termo desse desenvolvimento é da forma
19(3z)b(—22%)¢ = 3°(—2)°x**2¢  onde a, b e c sdo inteiros
nao negativos tais que a + b + ¢ = 10. Como queremos
o coeficiente de z*, devemos ter novamente b + 2¢ = 4.
Nesse caso, porém, temos trés possibilidades para (a, b, ¢),
que organizamos na tabela a seguir; elas podem ser
obtidas analisando os possiveis valores para ¢, de onde
se encontra b e, em seguida, a e os demais valores da tabela:

1) Bz

(a b, c) 1 3$)b(_2$2)c

a b c |

8 0 2 = 180z*
7 2 1 360 ):c4 = —6.480z*
6 4 0 210 - 81:10 = 17.010z*

Os trés termos acima fazem parte de desenvolvimento
de (1 4+ 3z — 222)19. Portanto, o coeficiente de x* apés a
reducao dos termos semelhantes é obtido somando os trés
coeficientes de tais termos. Assim, o coeficiente desejado é
igual a 180 — 6.480 + 17.010 = 10.710. O

O préximo exemplo é semelhante, mas nos ajudara a
resolver também um outro problema adiante.

Exemplo 9. Qual o coeficiente de z°
(1+z+a3+2°)2?

na erpansio de
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Solucgao. Dessa vez, o termo geral do desenvolvimento é
da forma:

21 a br .3\c/..5\d __ 21 b+3c+5¢
(a,b,c,d)lx(x)(x) - \a,b,c,d . '

Queremos entdo que:

_ (2)
b+3c+5d =6

{a +b+c+d=21
Organizamos os possiveis valores para (a, b, ¢,d) na tabela
abaixo, onde calculamos também o valor do termo obtido
a partir de cada upla (a, b, ¢, d):

1z 2% 2| (, 2L ) - abtsetse
a b ¢ d | e

19 1 0 1 420 - 26

19 0 2 0 210 - 26

17 3 1 0 23.940 - 26

15 6 0 0 54.264 - 26

Logo, o coeficiente de 2% na expansdo pedida é igual a
420 4 210 + 23.940 + 54.264 = 78.834. O

O exemplo seguinte mostra uma relacdo entre o célculo
dos coeficientes dos termos de um desenvolvimento multi-
nomial com um problema de contagem.

Exemplo 10 (Olimp. Paulista de Matematica, adaptado).
Em Terra Brasilis ocorre um importante campeonato de
futebol envolvendo 22 clubes. Cada equipe enfrenta uma
vez cada uma das demais, recebendo: 5 pontos por cada
goleada, ou seja, por cada vitéria com diferenca superior
a dois gols; 3 pontos por cada vitoria simples, ou seja,
quando esta for por diferenca de um ou dois gols; 1 ponto
por cada empate; e 0 pontos por cada derrota.

(a) Mostre que o nimero de maneiras distintas de, ao final
do campeonato, uma equipe totalizar t pontos é igual
ao coeficiente de x' no desenvolvimento de (1 + x +
23 + 2%)2L,

(b) De quantas maneiras uma equipe pode obter 6 pontos?

(¢) De quantas maneiras distintas uma equipe pode pon-
tuar em seus 21 jogos?

Observacgao: obter 1 ponto na primeira partida e 5 na se-
gunda e obter 5 pontos na primeira partida e 1 na sequnda
sd@o maneiras distintas de se pontuar nas duas primeiras
partidas.

Solugao.

(a) Veja que a equipe ird jogar 21 vezes. Denotando por a,
b, c e d, as quantidades de jogos em que ela ganhou 0, 1, 3,
e b pontos, respectivamente, e sabendo que a equipe fez ¢

pontos, temos que a, b, ¢ e d satisfazem o seguinte sistema

(compare-o com a Equacao (2))):

a+b+c+d=21 3)
b+3c+5d=t

Fixada uma solu¢do (a,b,c,d) do sistema acima, o
ntmero de maneiras em que a equipe pode jogar os 21
jogos, ganhando por goleada a vezes, por vitéria simples b
vezes, empatando ¢ vezes, e perdendo d vezes, é dado pelo
namero de permutacoes com elementos repetidos

pabed _ 21! _ 21
2 a! bl ¢! d! a,b,c,d)’

De fato, o resultado dos jogos pode ser representado por
uma sequéncia das letras G (goleada), V' (vitéria simples),
E (empate) e D (derrota), onde temos um total de 21 letras
e as quantidades de vezes nas quais usamos as letras G, V,
FE e D sao, respectivamente, a, b, c, e d.

Por fim, o total de maneiras de obter ¢ pontos é dado pela
soma dos valores de (aglc d) para cada solucao do sistema
@).

Por outro lado, seguindo a solugdo do Exemplo [ cada
termo do desenvolvimento de (1 + z + 2% + 2°)?! é, pelo
Teorema Multinomial,

21 a b/ 3\c/..5\d __ 21 b+3c+5c
(a,b,c,d)l T (@) @) = a,b,c,d . '

Ademais, os termos em que o expoente de x é igual a t
sdo justamente aqueles em que (a, b, ¢, d) é uma solugao do
sistema (3]).

Portanto, para obter o coeficiente de z' devemos
somar os coeficientes de todos os termos desse tipo. O

resultado disso é exatamente a mesma soma que indica
o numero de maneiras em que a equipe pode obter ¢ pontos.

t

(b) Essa questao foi respondida no Exemplo

(¢) Em cada um dos 21 jogos, h4 4 resultados possiveis: go-
leada, vitéria simples, empate e derrota. Sendo assim, pelo
principio fundamental da contagem, o ntimero de maneiras
em que a equipe pode pontuar é igual a 42!,

E interessante observar que essa quantidade também
pode ser obtida somando-se o nimero de maneiras em que
a equipe pode totalizar ¢ pontos, para cada valor de t.

Pelo item anterior, isso ¢é igual a soma de todos os
coeficientes do desenvolvimento de (1 + x + x3 + 2%)2%.
Essa soma pode ser obtida facilmente substituindo x por
1. O resultado é que a soma dos coeficientes é igual a
(1+1+13+15)2t =42 coincidindo com a resposta que
haviamos calculado anteriormente. (Observe que, no final
das contas, estamos utilizando aqui o resultado do Teorema
6l) O
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No caso do problema anterior, a relacdo entre os coefi-
cientes e a solucado do problema de contagem, por interes-
sante que seja, ndo chega a ser muito tutil, uma vez que
a dificuldade de encontrar aqueles coeficientes é a mesma
daquela de resolver o problema de contagem diretamente.
Mas, casos hé casos em que essa relacao pode realmente fa-
cilitar o nosso trabalho. Vejamos um exemplo disso agora.

Exemplo 11. Num jogo, sdo usados dois dados em forma
de tetraedro regular com faces numeradas 1, 2, 3 e 4. Ao
se jogar cada dado, o wvalor obtido é aquele que estd na
face voltada para baizo. Pontos sdo ganhos somando-se 0s
valores obtidos nos dois dados. Por defeito de fabricacdo,
o jogo weio com um dado com faces numeradas 1, 2, 2
e 3 e o outro com faces 1, 3, 3 e 5. Ao receber o jogo
para substituicao, o dono da fdbrica, que era matemdtico,
argumentou que o jogo nao mudaria mesmo utilizando os
dados defeituosos, isto €, que o numero de maneiras de
se obter t pontos, para cada 2 < t < 8, com os dados
defeituosos e com os dados normais era o mesmo. Fle
tinha razao? Explique.

Solugdo. Observe que, no jogo original (i.e., com dados
sem defeitos), o niimero de maneiras de se obter ¢ pontos é
igual ao coeficiente de z! na expansio de P(x) = (z+ 2%+
23 + 2%)2. Por outro lado, no jogo defeituoso, tal ntimero
de maneiras é o coeficiente de 2’ em Q(x) = (v + 2%+ 22+
23)(z + 23 + 23 + 25). Mas, veja que

Q(z) = (v +22° + 2%)(x + 22% + 2°) =
=22(1 4 2z + 2%)(1 + 222 + z%)
=22(1+2)%(1 + 2?)?
= (14 )1+ 22)?
=22(1 4+ 2 + 2% + 23)?
= P(z)

Logo, todos os coeficientes de Q(z) sdo iguais aos de P(z),
de forma que os dois jogos sdo realmente equivalentes. [

Recorde que a relacao de Stifel (também conhecida como
regra de Pascal) se escreve (1) = (Zj) + (";1) Denotando
n = a + b, também podemos escrevé-la como

<a7,1b) B <an—_1,1b) i (a?b_jl)'

O exemplo a seguir generaliza a relagdo de Stifel a ntiimeros
multinomiais. Por simplicidade, apresentamos tal genera-

lizacdo somente a nimeros multinomiais da forma (az C).
b,

Exemplo 12. Dados inteiros positivos a, b e ¢, com a+b+
c =mn, vale a sequinte generaliza¢do da relagdo de Stifel:

n - n—1 n n—1 n n—1
a,b,e)  \a—1,b,¢c a,b—1,c a,bc—1)°

Solugao. Deixamos ao leitor a tarefa de dar uma de-
monstracgao algébrica da relagdo do enunciado, utilizando a
2 n . n! : i
form~ula (a,b,e) = - Apresentamos, pois, uma demons
tracao combinatoéria.
O namero da esquerda, ( I ), representa o niimero de
a,b,c

anagramas da palavra

—— ———

a vezes b vezes c vezes

Agora, uma vez definida a primeira letra de um ana-
grama, para contar a quantidade de anagramas que
comecam com tal letra basta contarmos a quantidade de
anagramas do restante da palavra, com as devidas res-
trigoes sobre os ntimeros de vezes que devemos usar cada
uma das letrasz, y ou z. Portanto, (afii)c) representa a
quantidade de tais anagramas que comegam com a letra x,
enquanto ( n-l ) representa a quantidade de anagramas

a,b—1,c
que comegam com a letra y e (a)’g;il) a quantidade dos
que comegam com a letra z. Mas, como todo anagrama
comega com r, y ou z, a soma do segundo membro da
relagdo do enunciado também conta o total de anagramas.

Logo, o resultado desejado segue facilmente. O

A equagao e sua prova acima podem ser facilmente ge-
neralizadas para ntmeros multinomiais de maior ordem,
onde n = ny + -+ + ng. A férmula correspondente é a

n—1

seguinte:
n—1
+ +
ny—1,n9,...,nk ny,ne —1,...,ng

(o)
+ =
ny,Ne...,nk — 1
B n

S \ng, ., ne )

Dicas para o Professor

Este material é o Ultimo desta série sobre coeficientes bi-
nomiais e multinomiais. Como sempre, enfatizamos que é
muito importante a resolucdo de uma grande quantidade
de exercicios. Além da lista de exercicios propostos no
préprio Portal da Matemética, o item [3] das referéncias
abaixo estd repleto de exemplos de somas mais avancadas
envolvendo coeficiente binomiais e multinomiais. Por fim,
observamos que os Exemplos[I0 e [TT] deste material podem
servir de introducdo para o estudo da teoria de Funcgoes
Geradoras. Contudo, o estudo mais aprofundado desse as-
sunto requer técnicas nao elementares, como diferenciagao
de séries infinitas, estudo de convolugoes, etc.
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Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 4: Combinatoria, 22 edicao. SBM, Rio de Janeiro,
2016.

2. P. C. P. Carvalho, A. C. de O. Morgado, P. Fernandez
e J. B. Pitombeira. Andlise Combinatéria e Probabili-
dade. SBM, Rio de Janeiro, 2000.

3. R. L. Graham, D. E. Knuth e O. Patashnik. Matemdtica
Concreta: Fundamentos para Ciéncia da Computacdo.
Editora LTC (1995).

4. J. P. O. Santos, M. P. Mello e I. T. Murari. Introducdo
a Andlise Combinatéria. Rio de Janeiro, Ciéncia Mo-
derna, 2007.
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