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1 Equacoes de segundo grau

Nesta aula, damos inicio ao estudo das equagdes do se-
gundo grau. Uma equacao do segundo grau é uma equagao
da forma

ar’® +br+c=0,

onde a, b e ¢ sao ntmeros reais conhecidos, sendo a # 0, e
é uma incognita real. Os valores reais de = que satisfazem a
equacao sao chamados de raizes, ao passo que o conjunto
formado pelas raizes é o conjunto solugao da equacdo. O
nome ‘segundo grau’, vem do fato de que o lado esquerdo
da equacao é um polinémio de grau 2, ou seja, onde o maior
expoente de = é igual a 2. Se tivéssemos a = 0, o termo
ax? seria nulo, e assim ficarfamos apenas com a equacio
de primeiro grau bxr 4+ ¢ = 0.

Equacdes do segundo grau aparecem com bastante
frequéncia na resolugao de problemas em varias areas, por
exemplo, geometria e fisica. Comecaremos com exemplos
bem simples e avangaremos até encontrarmos uma férmula
para resolver a equagdo acima em sua generalidade. Tal
férmula é conhecida popularmente como férmula de Bhas-
kara.

Exemplo 1. Calcule a medida do lado de um quadrado,
sabendo que sua drea é 36 cm?.

Solucao. Representando por x a medida desejada, temos
que 22 = 36. Isso quer dizer que z = /36 ou x = —/36,

de forma que £ = 6 ou x = —6. Mas, como z é a medida
do lado de um quadrado, temos que x precisa ser positivo.
Logo, = 6cm?. O

Importante: a raiz quadrada de qualquer ntimero real
positivo é, por convengdo, sempre positiva. Por exemplo,
a raiz quadrada de 36, denotada por /36, éigual a 6 (e
somente 6). Apesar disto, como vimos acima, existem dois
nameros reais, a saber 6 e —6, cujo quadrado é igual a 36.
Por isso, na solucdo do exemplo anterior concluimos que
ha dois casos: © = /36 ou z = —v/36. Temos, pois, que
considerar esses dois casos separadamente. Dependendo
do contexto do problema ou de condigoes conhecidas so-
bre a variavel x, muitas vezes, mas nem sempre, podemos
descartar uma dessas duas possibilidades.

A seguir, mostramos que, para qualquer real ndo ne-
gativo ¢, se 2 = ¢, entdo x = /c ou x = —/c. Para
isso, basta utilizarmos o seguinte fato (que serd utilizado

também vArias outras vezes ao longo desta aula).

Quando o produto de dois ou mais nimeros
reais é igual a zero, obrigatoriamente pelo
menos um deles tem que ser igual a zero.

Usando produtos notaveis e o fato acima, obtemos

P =cer®— (V) =0
& (z+Ve)(z—Ve)=0
Sax++ve=0ou z—+vc=0
S x=—yc ou x=+/c

Observagdo 2 (Cuidado). Se x € um ndmero real ngo.nulo
qualquer, temos que x% € sempre positivo. Sendo assim,
existe Va2, Contudo, como V12 é positivo mesmo quando
x € negativo, nem sempre vale que \x? seja igual a x. Por
exemplo, tomando x = —3, temos que ¥* = (=3)%2 = 9;
assim, \/(—3)2 =9 =3 # —3.

O que podemos escrever sempre é:

\/x_2=|x|={x’ sex >0

—x, sex <0.

Por fim, se o e y forem reais tais que 22 = 32, entdo

podemos dizer que = y. ou x = —y. De fato, basta ver

que 22 — y? = 0 equivale a (z+y)(z —y) = 0, que por sua

vez equivale a’x +y =0 ou x — y = 0, como queriamos.

Exemplo 3. Obtenha um niumero tal que o dobro de seu
quadrado seja igual a seu séxtuplo.

Solugao. Seja'x o ntimero que queremos encontrar. In-
terpretando o enunciado, temos que:
212 = 62 < 22° — 62 =0
<22(x—-3)=0
< z(x—3)=0.

Temos entao que x = 0 ou z—3 = 0. Logo, hé dois possiveis
nameros x que satisfazem o enunciado: 0 e 3. o

Revendo as equagoes dos exemplos anteriores e compa-
rando com o formato axz? + bx + ¢ = 0, temos que:

(a) No Exemplo[lt 22—36 = 0,logoa =1,b=0, ¢ = —36.
(b) No Exemplo B} 222 — 62 = 0, logo a = 2, b = —6,
c=0.

O Exemplo [l é simples pois b = 0, e o Exemplo Bl é
simples pois ¢ = 0. No exemplo a seguir, temos uma si-
tuacgdo um pouco mais complicada, pois a, b e ¢ serdao todos
diferentes de 0.

Exemplo 4. Encontre dois nimeros naturais impares con-
secutivos cujo produto seja igual a 195.

Solugao. Chamando de x o menor dos nimeros procura-
dos, temos que o maior deles serda x + 2. Logo,

z(r +2) =195 < 2® + 22 = 195
& 2?4+ 22 —195=0.
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Temos aqui, uma equagao do segundo grau. Diferente-
mente dos exemplos anteriores, agora nao é 6bvio como
poderiamos fatorar o lado esquerdo. Para fazer isso, va-
mos usar uma técnica chamada de “completamento de qua-
drados”. Aqui, isso pode ser feito lembrando do produto
notével 22 + 22 + 1 = (2 + 1)2. Vamos, entdo, somar 1 a
ambos os lados da equagao original, obtendo:

(22 +20+1)—195=0+1< (z+1)* = 196.

Agora ficou facil: como 196 = 142, temos que  + 1 = 14
ouz+1=—14. Logo x = 13 ou x = —15. Por fim, como o
enunciado diz que x deve ser um niimero natural, a tnica
opcao valida é z = 13. Logo, os dois ntiimeros procurados,
T e T+ 2, sao iguais a 13 e 15. O

Na préxima se¢ao, exploramos com detalhes a técnica
de completamento de quadrados.

2 Como completar quadrados

O passo essencial para completarmos quadrados é
lembrarmo-nos dos dois seguintes produtos notaveis:

(x +k)? = 2% + 2kx + k2,
(x —k)? = 2% — 2k + k2.

O lado direito de ambas as equagées acima é chamado de
trinémio quadrado perfeito, que iremos abreviar por tgp. E
comum pensarmos em  como uma incégnita real e em k
como um valor real ja conhecido. Uma vez que o coeficiente
de z2 é igual a 1, a condicdo essencial para termos um tqp
é que o valor do termo independente de x (ou seja, k?)
possa ser obtido comecando com o valor do coeficiente de
x (ou seja, £2k), dividindo tal valor por 2 (obtendo £k)
e, finalmente, elevando o resultado ao quadrado’ (obtendo
k?).

Exemplo 5. Identifique se a expressio x? — 18z + 91 ¢
um trindmio quadrado perfeito. Em seguida, encontre as
raizes da equacdo 2% — 18+ 91 =0.

Solugao. Primeiro checamos que o coeficiente de z2 é
igual a 1. O valor do coeficiente de = é igual a 18, de
forma que 2k = 18. A metade deste valor é igual a 9. Por
fim, 92 = 81, que é o valor do termo independente. Logo,
temos sim um tqp. Ademais, identificamos que k = 9, de
sorte que 2 — 18z + 81 = (z — 9)2.

Agora, se tivermos 22 — 182+ 91 = 0, entdo (z—9)? = 0.
Isso, por sua vez, s6 ocorre quando =z — 9 = 0, ou seja,
quando z = 9. o

Os dois exemplos a seguir seguem os mesmos passos do
exemplo anterior, ainda que de forma mais sucinta.

Exemplo 6. A expressio z% + 6z + 9 € um trinémio qua-
drado perfeito, pois (6/2)2 = 32 = 9. Por outro lado,
22 + 8z 4 10 ndo é um tqp pois (8/2)% = 42 = 16 # 10.

Exemplo 7. A expressio x% 4+ 2v/2x +2 também é um tqp,
apesar de um dos coeficientes envolvidos ser irracional. De
fato, (2v/2/2)? = (V/2)? = 2. De forma semelhante, % +
3z + 9/4 também é um tqp, pois (3/2)? = 9/4.

Se tivermos uma expressio do tipo @? — bz, completar
quadrados significa somar algum termo a ela de modo que
o resultado seja um tqp. Pelo que vimos acima, o termo
que devemos acrescentar é obtido tomando o valor do co-
eficiente de x, ou seja, £b, dividindo-o por 2 e elevando o
resultado ao quadradro, obtendo assim (b/2)°.

O resultado é:

R OESOR Oy

9

O caso em que o sinal “—” (menos) é trocado por “+”

(mais) é semelhante e fornece

) AN b b\> b\’
% 4 bx + (2) =z +2(2>x+ (2> = (:c—i— 2) .

Para tratar os casos 22 + bz e 2 — bx de uma tnica
vez, podemos usar o sinal “+”, que pode ser substituido
tanto pelo sinal “4” como pelo de “—”, subentendendo-
se que todas as ocorréncias de £ dentro de uma equacao
assumem o mesmo valor.

E claro que, ao somarmos o termo (b/2)% com a ex-
pressdo x2+bx, o valor final serd diferente do valor original
da expressdo. Portanto, se quisermos obter o mesmo valor
original, é necessério subtrair novamente o termo (b/2)2.
Assim, obtemos:

2 2
xzzl:bxzxz:tbx—i—(g) —(g)
b\? b\’

(“5) ‘(5)'

Alternativamente, quando temos uma equagdo do tipo

2
22 £ bx = r, a0 somarmos (%) a ambos os lados, obtemos:

b\? b\?
v (0 - (3

b\>  [b\®
Slex=-| == +r
(=3) - ()
Também é possivel usar uma técnica semelhante com
expressdes em que o coeficiente de 2 é diferente de 1. Para

isso, basta fazer inicialmente uma mudanca de varidvel.
Por exemplo, se no inicio tivermos a expressio 922 + 5z,
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observe que 922 = (3z)?. Dai, basta substituir 3z por v,
ou seja x = y/3, para obter:

5
9$2+5$=(3w)2+5w=y2+5%:y2+§y.

A partir dai, podemos obter o tqp (y + %)2 somando-se
(5/6)% a ambos os lados. Outra alternativa é observarmos
diretamente que:

92% + bz + <%>2 — (3242 (3x)- 2+ <§>2

6 6
2
5
=|3z4+=) .

6
Em todo caso, como veremos em exemplos da se¢do se-
guinte, se tivermos uma equacdo ax? 4+ bx = r, com a # 0,
costuma ser mais facil simplesmente dividir ambos os lados

por a, a fim de obter rapidamente uma expressdo em que
o coeficiente de z? seja igual a 1.

3 Exemplos de aplicacgoes

Comecemos examinando alguns exemplos em que equagoes
do segundo grau surgem de forma indireta.

Exemplo 8. A diferenca entre as idades de dois irmaos é
igual a 3 anos, e o produto de suas idades ¢ 270. Qual a
idade de cada um?

Solugdo. Sejam x e y as idades dos dois irmaos. Interpre-
tando os dados, obtemos o sistema de equagdes:

r—y=3
x -y = 270.

Da primeira equagao, obtemos = = y + 3. Substituindo tal
expressdo para x na segunda equagdo, obtemos:

(y+3)-y=270
ou, o que ¢ 0 mesmo,
y? + 3y = 270.

Agora,; para resolver a equagdo, vamos completar qua-
drades, isto é, somar algo aos dois lados da equagao, a fim
deobter um trinémio quadrado perfeito no lado esquerdo.
Como visto na secdo anterior, basta somarmos (2)?, para

2
obter sucessivamente:

2 2

3 3

2

3 -] =270 -

24 3y + (2) ; (2)
3\ 2 3\ ?

-] =270 -

(r+3) =20+ ()

+§271089
Yra) T

1089 33 .
Como {/ —— = —, conclui-se que:
4 2
+ § = ﬁ ou y -+ § = —E
YTe T YT T T
Portanto,
3 36
y=—=15 ou y=—— = —18

Mas, pelo enunciado do problema, y ¢é a idade de uma
pessoa, logo, um numero positivo. Assim, a tnica opgao
valida é y = 15. Por fim, lembrando que = = y + 3,
chegamos a x = 15 4+ 3 = 18. Temos, entao, que as idades
sao 15 e 18. o

Exemplo 9. Calcule as dimensées de um retingulo, sa-
bendo que seu perimetro é 16cm e sua drea é 15cm?.

Solucao. Vamos chamar de x e y as medidas de dois lados
perpendiculares do retangulo. Lembrando que o perimetro
¢ igual a soma das medidas dos quatro lados do retangulo,
concluimos que ele vale 2x + 2y. Por outro lado, a area do
retdngulo € igual a = - y. Assim, temos que:

2z 4 2y =16 r+y=38 y=8—=zx
- -
zy =15 ry =15 ry =15
Substituindo na segunda equacdao o valor para y obtido
na primeira equacdo, obtemos z(8 — ) = 15, ou ainda
8z — 22'= 15. Para completar quadrados, vamos precisar
que o coeficiente de 2 seja igual a 1; por isso, reescrevemos
a equacao como:
2? — 8z = —15.

Agora, basta somar (%)2, ou seja, 42, a ambos os lados da

ultima equacdo para obter sucessivamente

22 —8x+4%>=—-15+42
(r—4)?=1.

Logo,
r—4=1ou xz—4=-1

)

de sorte que
r=295 ou r=3.

(Veja que, dessa vez, ambas as opgoes sao possiveis.) Para
terminar, devemos encontrar o valor de y em cada caso.
Como y = 8 — x, temos:

T=0 = y=23.
rT=3 = y=2>0.

Ora, mas em ambos os casos, o conjunto das medidas dos
lados, {z,y}, é igual a {3,5}, e a troca de um pelo outro
muda no maximo a ordem em que os lados sado desenhados.
Assim, as medidas em questao sao 3cm e 5cm. O
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Exemplo 10. Um pai tinha 30 anos quando seu filho nas-
ceu. Se multiplicarmos as idades que eles possuem hoje,
obtemos um produto que € igual a trés vez o quadrado da

idade do filho. Calcule as idades de ambos.

Solugao. Vamos chamar de x a idade que o filho tem hoje.
Como o pai tinha 30 anos quando o filho nasceu, temos
que o pai é 30 anos mais velho que o filho, ou seja, a idade
que o pai tem hoje é x 4+ 30. Interpretando o restante do
enunciado, temos:

z - (z + 30) = 32°.
Portanto,
2” + 30z = 32° & 22° = 30z & 22° — 302 =0
< 2z(x—15) =0,
de modo que
z=0 ou x—-15=0.

Podemos descartar a opcao em que x = 0, pois caso
contrario nao existiria filho. Portando, a idade do filho é
15 anos e a idade do pai é 15 + 30 = 45 anos. O

Exemplo 11. Resolva a equacdo do sequndo grau 3x% —
152 + 18 = 0 usando o método de completar quadrados.

Solugdo. Obter um trinémio quadrado perfeito no lado
esquerdo é mais facil quando o coeficiente de 22 é igual a/1.
Assim, vamos comecar simplificando a equagao, dividindo
ambos os lados por 3 para obter:

22 —5x4+6=0

ou, ainda,
z? — 5z = —6.

Para obter um trinémio quadrado perfeito do lado es-
. 2 .
querdo, precisamos somar (5/2)° a ambos os lados. Assim
fazendo, temos sucessivamente

2 2
5 5

2_5 °) == 2)
€T T+ 5 6 + 3
5\° 25
—2) =6+ 2
<”’C 2> t7

5\% 1
rT——] =-.
2 1

Conclui-se entao que:

5 1 5 1
Tog =5 0UT— =3
No primeiro caso, obtemos
5 1 6
TTotyT T
no segundo,
5 1 4
r=-—-—===2
2 2 2

Assim, temos duas solugoes validas: ¢ =2oux =3. O

A préxima se¢do, generaliza a discussao do exemplo an-
terior a uma equagao de segundo grau genérica.

4 A férmula resolvente da equacgao
de segundo grau

Conforme comentamos acima, vamos utilizar o mesmo
método das seg¢oes anteriores para resolver a equacao

az® + br +c =0, (1)

onde a, b e ¢ sdo reais dados, sendo a # 0. O resultado
serd uma formula geral, que retorna os possiveis valores
reais de x em func¢ao de a; b e c. Tal formula foi desenvol-
vida por um matemaético indu chamado Sridhara, no Século
X d.C. Contudo, ela foi publicada apenas no Século XII,
por Bhaskara, um matematico também indu. Por isso, ela
acabou ficando‘conhecida popularmente como “férmula de
Bhaskara'fll.

Como a # 0, podemos comegar dividindo ambos os lados
de (@) por a. (Isso tornard mais facil completar quadra-
dos:) Assim fazendo, temos que:

ou, ainda,

Para completar o trindémio quadrado perfeito do lado es-

2
querdo, basta somar 2—) . Fazendo isso em ambos os
a

lados (a fim de nédo alterar a equacdo), obtemos sucessiva-

mente:
b b\? b\> ¢
2 2 — e — e _ -
T 2a T 2a 2a a
L b S R
T+ —) =———
2a 4a? a

_ >0 —dac
2a)  4a?

Para tornar esta expressao mais curta, é costume deno-
tar o termo b? — 4ac pela letra grega maitscula delta, cujo
simbolo é A. Assim, escrevemos

A = b — 4ac. (2)

Esse valor de delta é também conhecido como o discri-
minante da equacdo do segundo grau ([Il). Com o auxilio
do mesmo, a equagao reduz-se agora a

(+2i):4£ 3)

1H4 relatos de que, muito antes dessa época, os antigos babilénios
ja conseguiam resolver certas equagoes do segundo grau.
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Como o lado esquerdo da equacgdo (B]) é ndo negativo
para todo valor real de x, e como 4a? é sempre positivo,
se o valor de A for negativo, concluimos que nenhum valor
de z ird satisfazer a equacao ([B). Sendo assim, nesse caso
a equagao original também nao terda qualquer solucao.

Agora, quando A > 0, podemos reescrever [B]) como

(e ) = (2" o

b VA b VA

Tt Ty oW Thg T oo

de sorte que

No primeiro caso obtém-se:
-b+ VA
r=——
2a
a0 passo que, no segundo, obtém-se
_—b—VA
N 2a

Para facilitar a memorizacdo, os dois casos acima sdo es-
critos em uma tnica linha com o sinal £. Observe que,
quando A = 0, esses dois valores coincidem.

Resumimos a discussao acima no quadro a seguir:

Se A > 0, as solucdes da equacdo az? + bx +
c = 0, onde a # 0, podem ser obtidas pela
férmulas:

b+ VA

, onde A = b? — 4ac.
2a

T

Observacdo 12. Jd vimos que a equa¢do mdo possui
solugoes quando A < 0. Ou'seja, a equag¢do nao possui
raizes reais. Também conforme observamos acima, no caso
em que A = 0 os dois valores obtidos para x serdo iguais,
€ G equacdo possui apenas uma solucao. Ainda nesse caso,
dizemos por vezes que a equagdo possui uma raiz (real)
dupla. Por fim, quando A >0, a equagdo possui (exata-
mente) duas solugdes/raizes reais distintas.

5 Aplicando a férmula de Bhaska-
ra

Nesta ultima se¢do, resolveremos mais exercicios, agora
apenas aplicando diretamente a férmula de Bhaskara. Esse
método pode ser mais rapido do que o de completamento
de quadrados, mas requer que tenhamos memorizado a
férmula em questao.

Exemplo 13. Encontre as raizes de cada uma das equagoes
a Sequir:

(a) x> —Tx +6 =0.

(b) 22 + z = 10.

(c) 2 +22+3=0.

1 10

(d) x + s 3

Solugao.

(a) Temos que a =1,b=—7¢e ¢c=06. Assim,
A=b*—4dac=(-T7)* —4-1-6 =49 — 24 = 25,

de modo que

o —bi\/Z:—(—7)j:\/2—5:7i5

2a 2 2
Logo,
:CZE:E:6 ou xzﬂzgzl.
2 2 2 2

Em resumo, as raizes da equacao sdo 1 e 6.

(b) Cuidado: para descobrir a, b e ¢, é necessirio que
um dos lados da equacao seja igual a zero. Devemos,
entao, reescrevé-la como:

222 + 2 —10=0.
Dai;a =2,b=1e c= —10 (atente para o fato de que
¢ ndo é igual a 10, mas sim —10). Sendo assim,
A=1%—4-2-(=10) =1+ 80 = 81,
e segue que
-1+9
4 - 3
-1-9 -5
4 2

ou

_—1+£vB81 -1+9
2.2 T4

Logo as raizes sdo 2 e —5/2.
(¢) Temos que a =1, b=2e ¢ = 3. Logo,
A=2"-4.1-3=4-12=-8.

Como A < 0, podemos concluir diretamente que esta
equacgao nao possui raiz real.

(d) Esta equagdo pode ser reescrita no formato de uma

equacao do segundo grau, observando-se que:

24110
7+ :§@3I2+3:10x<:>3:c2—10x+3:0.

x
Em tal equagdo, temos a = 3, b= —10e ¢ = 3. Ade-

mais,
A= (-10)>-4-3-3 =100 — 36 = 64.
Portanto,
0+8 _,
 —(-10)+v64 10£8 T g O M
23 6 |0-8_1
6 3
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Exemplo 14. Um Ministro brasileiro organizou uma re-
cepcdo na qual exatamente metade dos convidados ndo
eram brasileiros, sendo todos eles de paises cuja lingua ofi-
cital nao é o Portugués. Por delicadeza, ao chegar cada
convidado disse “bom dia” ao ministro e a cada um dos
convidados brasileiros. Sabendo que, ao todo, foram ditos
78 “bons dias”, e que o ministro respondeu “bem vindo” a
cada um dos convidados, encontre o total de convidados.

Solugao. Sendo x a quantidade de convidados estrangei-
ros, temos que também havia x convidados brasileiros,
além do ministro. Cada um dos convidados brasileiros
disse “bom dia” para o Ministro e também para cada um
dos demais x — 1 brasileiros. Sendo assim, o total de “bons
dias” dito por brasileiros foi de z + z(z — 1) = z%. Por
outro lado, cada estrangeiro disse “bom dia” para o Mi-
nistro e para cada um dos z brasileiros. Sendo assim, eles
fizeram isso exatamente = + x - = x(xz + 1) vezes. Por
mim, o ministro nunca falou “Bom dia”, pois ele sempre
respondeu apenas “bem vindo” aos convidados.

Dessa forma, conclui-se que o total de “bom dias” pro-
feridos foi de 2% + x(x + 1) = 78. Isso é o mesmo que
2?2 + 22 + x = 78 ou, ainda

202 + 2 — 78 =0.
Segue que

A=1%—-4.2.(=78) =1+624 =625

e, com isso,
-1+25
165 )T 6 ou
TETTET T ) -1-25 2
4 4

Como z (que é o numero de convidados estrangeiros) pre-
cisa ser um numero natural, a inica solugao valida é x = 6.
Por fim, a resposta do problema é que o total de convida-
dos, 2x, é igual a 12. O

Dicas para o Professor

Sugerimos que o conteudo desta aula seja tratado em
quatro encontros de 50 minutos, com amplo tempo para
resolu¢do de exercicios. A demonstracdo da férmula de
Bhaskara exige que o aluno tenha uma boa familiaridade
com manipulagoes algébricas. E preciso, ainda, que esteja
clara a distingao entre os papéis das constantes a, b e c e
da varidvel . Observamos que a demonstracgao da férmula
de Bhaskara, apesar de ser um pouco longa, segue exata-
mente os mesmos passos que foram executados com valores
numéricos para a, b e ¢, nas secoes anteriores. Por isso é
importante que estes exemplos sejam resolvidos.

E bastante ttil conhecer a formula de Bhaskara e é im-
portante saber utilizé-la diretamente, independentemente
de se conhecer ou nao a demonstracao da mesma. Mas, é
também importante entender os métodos de resolugao de
equacodes do segundo grau mais simples, como aquelas dis-
cutidas no inicio da primeira secdo; em tais casos; veja que
o uso da férmula é absolutamente desnecessario.

As referéncias abaixo discutem equagées de segundo
grau exaustivamente, contemplando tanto o material dis-
cutido aqui quanto aquele porvir.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdatica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais. SBM, Rio de Janeiro, 2013.

2. G. lezzi Os Fundamentos da Matemdtica Elementar,
Volume 1: Ndmeros Reais e Fungdes. Atual Editora,
Rio de Janeiro, 2013.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



	Equações de segundo grau
	Como completar quadrados
	Exemplos de aplicações
	A fórmula resolvente da equação de segundo grau
	Aplicando a fórmula de Bhaskara

