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1 Poliedros

Figuras como o paralelepipedo ou o tetraedro sao conheci-
das desde a antiguidade mais remota e aparecem na natu-
reza como cristais. Os cristais de sal de cozinha (Cloreto
de Sédio, NaCl) tém o formato aproximado de um cubo.
Icosaedros e dodecaedros aparecem na natureza como exo-
esqueletos de animais marinhos microscépicos, chamados
zooplancton. Por exemplo, as espécies Circogonia icosahe-
dra e Clircorrhegma dodecahedra tém esqueletos minerais
em forma de icosaedro e dodecaedro, respectivamente.

As famosas piramides de Gizé, no Egito, sdo tumbas de
faraés em formato de piramides quadrangurares regulares,
e foram construidas ha cerca de 4500 anos. Escavacgoes fei-
tas na Itélia revelaram um dodecaedro etrusco que, prova-
velmente, era usado como um brinquedo hé cerca de 2500
anos.

Todas as figuras citadas acima sao exemplos de polie-
dros. Nesta secao, definiremos precisamente o que é um
poliedro e daremos exemplos de figuras que sao poliedros
e de figuras que nao sao poliedros, segundo a definicao que
apresentaremos.

Seja P uma uniao de um numero finito de poligonos pla-
nos. Dois desses poligonos, f e f’, sao ditos adjacentes
quando tém um lado em comum. Eles sao chamados co-
nectados se existe uma sequéncia de poligonos adjacentes
fos f1,-- oy fn (n > 1), contidos em P e tais que f = fo,
fn=["e fi_1 é adjacente a f;, para 1l <i < n.

Um conjunto fo, f1,. .., fn (n > 2) de poligonos contidos
em P é dito um circuito, se f;_1 é adjacente a f;, para
1<i<n,e f, éadjacente a fj.

Dizemos que a uniao P é um poliedro se valem as se-
guintes condigoes:

(1) P é conexo, ou seja, dois poligonos quaisquer conti-
dos em P sao conectados.

(2) Cada lado de um poligono contido em P-¢é lado de
exatamente mais um poligono contido em P.

(3) Se v é vértice de um poligono contido em P, todos os
poligonos que tém v como vértice formam um unico
circuito.

(4) Dois poligonos.adjacentes contidos em P s@o sempre
nao coplanares.

Os poligonos contidos em P sao denominados de faces
de P, ao passo que os lados desses poligonos sao as arestas
de P e 0s vértices desses poligonos sao os vértices de P.

A seguir, vamos explicar por meio de exemplos como as
condicoes listadas acima evitam o aparecimento de figuras
que nao correspondam a ideia intuitiva que temos do que
um poliedro deve vir a ser.

O objeto exibido na Figura [Il (a) ndo é um poliedro,
porque as faces que contém o vértice P formam dois e
circuitos, e ndo um sé, como exigido pela condicao (3).

Na Figura [l (b), o objeto nao é um poliedro porque a
aresta AC' da face f1 é compartilhada com as faces fs e fs;
isso contraria a condi¢ao (2). A condigao (4) também nao
é satisfeita, pois as faces adjacentes fo e f3 sdo coplanares.
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Figura 1: objetos que nao sao poliedros.

Na Figura 2 (a); a aresta AB é compartilhada por qua-
tro poligonos, o que contraria a condigao (2). Logo, esse
objeto ndo é um poliedro. A Figura 2 (b) ndo é um po-
liedro porque C'D néao é um poligono, e um poliedro deve
necessariamente ser uma uniao de poligonos.

(a) (b)

Figura 2: mais objetos que nao sao poliedros.

A condigao (1), na definigdo de poliedro, exige que um
poliedro seja conexo. Nesse sentido, a Figura B mostra um
conjunto de poligonos que nao é conexo e, por isso, nao
pode ser um poliedro.
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Figura 3: um conjunto de poligonos que nao é conexo.

Ja citamos, no inicio desta secdo, que tetraedros, cu-
bos, icosaedros e dodecaedros sao exemplos de poliedros.
Enquanto os dois primeiros sao bem conhecidos, os dois
dltimos nao o sao. Estudaremos esses poliedros na segunda
parte do material tedrico sobre poliedros.

A Figurallrepresenta um octaedro, que é um poliedro
convexo (conforme definido na préxima segéo), formado
por oito triangulos e tal que cada um de seus vértices é
vértice de exatamente quatro desses triangulos.

Figura 4: um octaedro.

2 Poliedros convexos

Em material tedrico anterior (Pontos, Retas e Planos,
parte 3, segdo 2), definimos poligono convero como um
poligono em que qualquer reta contendo um de seus lados
deixa todos os outroslados contidos em um dos semiplanos
determinados por_essa reta. Vamos, agora, estender essa
nog¢ao de convexidade para poliedros.

Nesse mesmo material tedrico anterior (Pontos, retas e
planos, parte 3, Teorema 1) vimos que cada plano divide o
espago em dois subconjuntos chamados semiespagos. Cada
uma das faces de um poliedro estd contida em um plano.
Dizemos que um poliedro P é convexo se, para cada uma
de suas faces, o plano que a contém deixa todas as demais
faces contidas em um tnico semiespago, dos dois por ele
determinados (veja a Figura [Hl).

Denotemos as faces de um poliedro P por fi,..., fx.
Para cada i, 1 < i <n, o plano «; que contém a face f; é
chamado plano suporte da face f;.

§

Figura 5: plano «, contendo uma face de um poliedro con-
vexo.

Suponha que um poliedro P é convexo. Para cada ¢,
seja F; o semiespago, dentre os determinados pelo plano
suporte a; da face f;, que contém todas as outras faces de
P. A intersecao

EinEkEn---NkE,

de todos esses semiespagos ¢ uma regiao do espago, que
chamaremos de regiao poliedral correspondente ao po-
liedro P. Intuitivamente (e conforme mostrado na Figura
[6), tal regido é contituida pelo poliedro P e pela porcao do
espago delimitada pelo mesmo.
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Figura 6: os planos suporte das faces de um cubo. As setas
apontam para o interior de cada semiespago F;.
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Sempre que o contexto deixar claro que o objeto que
estivermos estudando é uma regiao poliedral, poderemos
chamé-lo simplesmente de poliedro sem que haja risco de
confusao. Por exemplo, ao falarmos em wvolume de um
poliedro, é claro que estaremos nos referindo ao volume
da regiao poliedral correspondente a esse poliedro.

Podemos enunciar e provar nosso primeiro resultado.

Teorema 1. O segmento de reta que liga dois pontos quais-
quer da regidgo poliedral correspondente a um poliedro con-
vezo estd totalmente contido nessa regido.

Prova. Seja P um poliedro convexo. Mantendo a notagao
estabelecida anteriormente, seja R = E1N---NE, aregiao
poliedral correspondente. Devemos mostrar que, dados
pontos A, B € R, temos AB C R.

Uma vez que A e B pertencem a interse¢ao de todos os
semiespagos F;, esses pontos estao em cada um dos E;. Um
resultado jé visto (Pontos, retas e planos, parte 3, Teorema
1, item 1) garante que o segmento AB estd contido em
cada um dos semiespacos F;. Logo, AB estd contido na
intersecao F4N---NE, = R, como queriamos demonstrar.

O

Exemplo 2. Em relagdo ao poliedro P da Figura[7, observe
que os pontos A e B estdo contidos na regigo poliedral cor-
respondente a P, mas o segmento AB ndo estd totalmente
contido nessa regiao; o mesmo vale, por exemplo, para o
segmento CD. Portanto, pelo teorema anterior, o poliedro
P nao é convezo.

Figura 7: exemplo de um poliedro nao convexo.

E possivel definir a regiao poliedral correspondente a
um poliedro P, nao necessariamente convexo. Para isso,
vamos assumir que P divide o espaco em duas regides, uma
limitada e outra ilimitad, as quais nos referiremos como
as regioes. do espaco delimitadas por P. Como antes, a
regiao poliedral correspondente a P é definida como a
uniao da regiao limitada delimitada por P, com o préprio
poliedro P. Pode ser mostrado que, quando o poliedro é
convexo, esta defini¢ao coincide com a anterior.

1Esse fato pode ser demonstrado rigorosamente, mas as provas
conhecidas ndo sao elementares e fogem ao escopo destas notas.

Observacao 3. No que concerne a regido poliedral corres-
pondente a um poliedro qualquer (i.e., nao necessariamente
convezo), vale frisar que a reciproca do Teoremalll também
€ valida. Mais precisamente, pode ser mostrado que, para
que um poliedro P seja convexo, € suficiente que dados
pontos quaisquer A e B pertencentes a regido poliedral cor-
respondente a P, o segmento AB sempre esteja totalmente
contido nessa Tegidao.

Um poligono contido em um poliedro P é uma sequéncia
de segmentos Ay Ay, AsAs, ..., Apm_1Am, com m > 4,
todos contidos no poliedro P (ou seja, cada um dos quais
contido em pelo menos uma das faces de P) e tais que
A,, = A;. Dessa forma, A1As---A,,_1 é um caminho
poligonal fechado sobre P. Observe que, se m = 4, o
poligono A; A3 A3 é um triangulo.

Na Figura[8 vemosum poligono contido em um poliedro
ser transformadoem um ponto por um processo continuo,
i.e., ao longo do qual nao ha rupturas ou colagens, e tal
que cada poligono intermediario também esta contido no
poliedro.-Se um poligono contido no poliedro P puder ser
transformado em um ponto pelo processo descrito acima,
dizemos que o poligono é contratil.
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Figura 8: um poligono sendo colapsado em um ponto por
uma transformagao continua que ocorre sobre a superficie
de um poliedro.

Um poliedro P é denominado simplesmente conexo se
todo poligono contido em P é contratil. E possivel mostrar
que todo poliedro convexo é simplesmente conexo. Con-
tudo, uma vez mais, uma prova desse fato estd além dos
propésitos e do escopo destas notas.

Existem poliedros simplesmente conexos que nao sao
convexos. Por exemplo, o poliedro da Figura [[ é sim-
plesmente conexo mas nao é convexo. Por outro lado, o
poliedro da Figura@nao é simplesmente conexo, sendo in-
tuitivamente claro que o poligono ABC'D néo é contratil.
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Figura 9: um poliedro que nao é simplesmente conexo.

3 Contando as faces, arestas e vér-
tices de um poliedro

Um poliedro P tem, por defini¢ao, um numero finito de
faces, arestas e vértices. Denotamos esses trés nimeros
por F', A e V| respectivamente.

Nesta secao, exploramos algumas conexoes entre os
nimeros naturais F;, A e V, que nao dependem do tipo
particular de poliedro considerado, mas valem para todos
os poliedros, ou pelo menos para uma familia de poliedros
satisfazendo certas condigoes gerais. O principal resultado
nesse sentido é devido ao matematico suico Leonhard Euler
(1707 - 1783).

Teorema 4 (L. Euler, 1752). Em um poliedro simplesmente
conexo com F faces, A arestas e V wvértices, vale a rela¢ao

V-A+F=2 )

A relagao () é conhecida como a relagao de Euler.
Exibiremos uma demonstracao desse resultado para polie-
dros convexos na parte 2 dessa aula. Por enquanto, vamos
aplicé-lo a resolugao de alguns problemas envolvendo poli-
edros.

Além do Teorema de Euler, existem outras relagoes uteis
entre os numeros de faces, arestas e vértices de um poliedro
P. Para obté-las, para n > 3 natural, denotemos por Fj, o
nimero de faces- de P que tém n lados, de forma que F3 é
o ntumero de faces triangulares de P, F; o nimero de faces
quadrangulares, F5 o nimero de faces pentagonais, assim
por diante. Como as faces de um poliedro sao poligonos,
nao faz sentido considerar n < 2.

O numero total F' de faces de P pode claramente ser
escrito como

F=F3+Fy+F5+---. (2)

Por outro lado, o conjunto das F;, faces de P com n lados
contém, ao todo, nF,, arestas de P. Mas, como cada uma
dessas arestas é compartilhada por exatamente duas faces,

concluimos que a soma 3F5 + 4Fy + 5F5 + - -- conta cada

aresta exatamente duas vezes. Assim,
2A = 3F3 +4F, +5F5 + - -- (3)

Observe que, dentre todas as faces do poliedro P, ha
uma com um numero maximo de lados. Se esse nimero
maximo de lados for n, entao F, = 0 para k > n, o que
mostra que as somas em (2) e ([3) sdo, de fato, finitas.

De maneira andloga ao que fizemos acima, para cada
inteiro n > 3 definimos V,, como o nimero de vértices de
P nos quais incidem n arestas (vejara Figura [I0]).

A B C

Figura 10: em A incidem trés arestas, em B quatro e em
C cinco.

Assim, o numero total de vértices de P é dado por
Vi=Va+Vi+Vs+---, (4)

onde n > 3 porque nao existem vértices de um poliedro
com incidéncia menor ou igual a 2.

Novamente, podemos contar as arestas de P contando
quantas arestas incidem em cada vértice e observando que
cada aresta, incidindo em dois vértices, é contada duas
vezes nesse processo. Dessa forma, obtemos:

2A =3Vs + 4V, +5Vs + - . (5)

Também nas igualdades (@) e (@) as somas sao finitas,
pois, de modo andlogo ao que ocorre para o niimero de la-
dos de uma face, existe um vértice do poliedro onde incide
um numero maximo de arestas.

Exemplo 5. Prove que, em todo poliedro simplesmente co-
nexo, existe uma face com no mdximo cinco arestas.

Prova. Multiplicando a igualdade () por 3, obtemos

3V =3V +3Vy +3Vs +---
<3Va+4Vy+5V5+ - - (6)
= 2A.
Supondo que cada face tenha pelo menos seis lados, te-

mos
F=Fs+F+Fs+--

Multiplicando essa tltima igualdade por 6, obtemos
6F =6Fs + 6F; +6Fg+ - --

< 6Fs+ TF7; +8Fg + ---
= 2A.
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Das duas desigualdades assim obtidas, 3V < 24 e 6F <
2A, segue que V < % e ' < %. Entao, segue da relacao
de Euler que

2:F—A+V§§—A+%:O,

o que é um absurdo. Portanto, existe pelo menos uma face
com no maximo cinco lados. O

Para o proximo exemplo, observe que, como cada aresta
de um poliedro fica completamente determinada por suas
extremidades, concluimos que o nimero de arestas é me-
nor ou igual ao nimero de modos de escolhermos dois dos
vértices do poliedro. Em simbolos,

=) o

Um tetradero tem 6 arestas e um cubo tem 12 ares-
tas. E natural perguntarmo-nos se existem poliedros com
qualquer ntmero predeterminado de arestas. O exemplo
abaixo responde essa pergunta, pelo menos no que con-
cerne poliedros simplesmente conexos.

Exemplo 6. Mostre que ndo existe um poliedro simples-
mente conexo com 7 arestas.

Prova. Um poliedro tem pelo menos 4 faces, isto é, F' > 4.
Supondo A = 7, tem-se

F-A+V=2=F+vVv=9=y<s

Se V < 4, segue de (@) que

A§<‘2/)§<;L)—6<7.

o que é um absurdo (uma vez que A = 7 por hipdtese).
Entéo, concluimos que V' =5 e, dai; ([€]) garante que

15=3V <24 =14,

0 que é um novo absurdo! Portanto A nao pode ser igual
arv. o

Dicas para o Professor

Duas ou trés aulas de 50 minutos cada serao suficientes
para cobrir o material desta parte 1.

Nogoes como conexidade, converidade e conexidade sim-
ples fazem parte de uma &area da Matematica chamada
Topologia, onde sao estudadas as propriedades de figu-
ras geométricas que permanecem invariantes por trans-
formacgoes continuas. Podemos entender uma transforma-
¢ao continua como uma deformagao da figura, sem cortes

ou emendas. Um estudo rigoroso e aprofundado de Topo-
logia nao é elementar e foge ao escopo destas notas, por
isso omitimos algumas demonstragoes, as quais nao sao
elementares.

Por sua importancia, o Teorema de Euler serd discutido
em maior detalhe na parte 2 desta aula.

Mais informagoes sobre a definicao de poliedros podem
ser encontradas na referéncia de leitura complementar [2],
capitulo 5. O exemplo de poliedro da Figura[d foi retirado
de [1], onde o leitor pode achar uma discussdo conside-
ravelmente completa sobre os diversos tipos de poliedros
elementares.
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