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1 Introducao

Ap6s termos estudado, no médulo anterior, um pouco so-
bre os nimeros naturais e suas principais propriedades de
divisibilidade, chegou a hora de conhecermos uma classe
maior de nimeros, que chamamos de fragﬁesﬂ ou, ainda,
numeros fracionarios.

Vocé com certeza ja deve ter usado bastante o conceito
de metade ou um terco. Por exemplo, imagine que vocé
e mais dois de seus amigos sairam para comer uma pizza.
Se todos concordaram em comer quantidades iguais, cada
um deverd ter comido um tergo da pizza. O simbolo ma-

temaético que denota este valor é 1. Visualmente, é facil

3
entender o significado deste nimero:

Assim, o % significa que cada um de vocés comeu uma
parte, dentre trés partes iguais.

De modo geral, o conjunto das fragoes é formado por to-
dos nimeros da forma ¢, onde a e b sao nimero naturais,
sendo b > 0. Além disso, cada um desses dois naturais a
e b que formam uma fracao recebe um nome especial: en-
quanto a é chamado de numerador, o inteiro b é chamado

de denominador.

roadin
(@) numerador

.\/ denominador

Observe que uma fracao é o resultado de uma divisao.
Por exemplo, suponha que Joaozinho ganhou 12 bombons
e que deseja repartir igualmente esses bombons entre ele e
seus dois irmaos. Entao, cada um ficard com a terga parte
do total de 12 bombons, de forma que % = 4. Em outras
palavras, cada um ficara com 4 bombons.

Na igualdade % = 4 podemos observar dois conceitos

importantes sobre fragoes:

e Todo niumero natural também € uma fragao.

De fato, todo nimero natural a é o resultado da di-
visao de a por 1. Matematicamente, podemos escrever

a igualdade

a
a = —.

1

Sendo assim, o conjunto N dos niimeros inteiros estd
contido no conjunto das fragoes.

e Outro fato importante é:

ldo Latim: fractus, que significa quebrado.

Existem vdrias formas de se representar uma mesma
fracgao.

Por exemplo, da mesma forma que podemos obter o
nimero 4 fazendo a divisd@o de 12 por 3, também po-
demos obter este valor quando dividimos 20 por 5. Ou
seja,

12 20
35
Agora que vocé entendeu que fragoes aparentemente di-

ferentes na verdade sdo iguais, vocé pode estar se questio-
nando:

4

Como, entao, saber quais sdo as diferentes formas
de se representar uma mesma fracdo?

Bem, a resposta a essa pergunta é muito simples:
a

— Sempre que vocé tiver uma fragao ¢, ao multiplicar-
mos ou dividirmos o numerador e o denominador desta
fragdo por um mesmo nimero natural (que deve ser di-
ferente de zero), o resultado serd uma outra representacao
da mesma fragao.

Por exemplo, na fracao % se multiplicarmos o numera-
dor e o denominador por 4, obteremos

3 3-4 12
5 5-4 20

Outro exemplo, desta vez utilizando a operagao de di-

visao:

28 28+7 4

42 427 6

Intuitivamente, é claro que, ao multiplicarmos o nume-
rador e o denominador por um mesmo nimero natural nao
nulo, estamos aumentando esses valores, tornando a repre-
sentagao da fragdo “mais complicada”. Por outro lado, ao
dividirmos o numerador e o denominador por um mesmo
natural nao nulo, estamos diminuindo esses valores e, con-
sequentemente, simplificando a representagao da fracéo.
Dessa forma, voltando ao exemplo anterior, % é uma sim-

28

plificagao da fragao 73. Outra forma comum de expressar

esta operagao é dizer que % é uma forma reduzida da
fracao %.

Observe, ainda, que podemos reduzir % para % divi-
dindo numerador e o denominador por 2. Por outro lado,
nao podemo reduzir ainda mais a fragao %, ja que nao
existe nenhum nimero natural maior que 1 que divida 2
e 3 ao mesmo tempo. Dizemos, pois, que 3 ¢ uma re-
presentacao irredutivel da fracdo, ou, simplesmente (e
sempre que nao houver perigo de confusdo), uma fragao
irredutivel.

Visualmente é facil ver que % e % representam uma
mesma fragao:

Generalizando a discussao anterior, veja que toda fracao
irredutivel 7 é tal que seus numerador e denominador nao
sao divisiveis por niimero natural algum maior que 1; de

outra forma, a e b sdo primos entre si: mdc (a,b) = 1.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



I
WIN D

2 Somando e subtraindo fragoes
com denominadores iguais

Assim como podemos realizar as operagoes basicas (adi¢do,
subtragao, multiplicacdo e divisdo) no conjunto dos
ndmeros naturais, também podemos realiza-las no con-
junto dos ntimeros fracionarios. Iniciaremos esta secao com
um caso bem simples: a adi¢cdo de fracoes de mesmo de-
nominador.

Vamos comegar nossa discussao com uma interpretacao
concreta dessa operagao. Na figura[I] cada barra estd di-

4+ 2
-

7

Figura 1: somando frages de mesmo denominador.

vidida em sete partes, portanto cada parte representa %
(um sétimo) do total. Na primeira barra, estdo destaca-
das em amarelo quatro das sete partes — representando o
numero fracionario %; na segunda barra, estao destaca-

das em vermelho duas das sete partes — representando o
numero fraciondrio % A adicao de 2 partes e 4 partes dé-
nos um total de 6 partes, cada uma representando % do

7
total. Logo,
4 2 4+2 6

7 + 7 7 7
De maneira geral, temos a seguinte regra:

Soma de Fragoes de Mesmo Denominador:

a b
-+

c Cc Cc

a+b

Alguns exemplos:

2.5 _ 7
3 3 '

1 4 144 5 1

51T 15 13

A subtragao segue o mesmo principio:

Subtracao de Fragcoes de Mesmo
Denominador (com a > b):

Alguns exemplos:

2-1

4

7

N E= I B )
I SN e

1_

2=

2 6-2

- =

3 Somando e subtraindo fragoes
com denominadores distintos

Ja vimos que somar e subtrair fragoes com um mesmo de-
nominador é realmente muito facil. Vejamos o que acon-
tece quando tentamos realizar estas operagoes quando es-
tamos lidando com fragoes com denominadores diferentes.

D O N W

|

Na figura acima, a primeira barra estd dividida em sete
partes iguais. A segunda barra (que é idéntica & primeira)
esta dividida em cinco partes iguais. Dessa forma, a porgao
amarela representa % da primeira barra, enquanto a porgcao
vermelha representa % da segunda barra. Veja que, nesse
caso, nao podemos “encaixar” perfeitamente uma porcao
de tamanho igual a % da barra em uma porcao de tama-
nho igual a % Isso nao ocorria no exemplo inicial da se¢ao
anterior, uma vez que, naquele exemplo, todas as porgoes
menores representavam uma mesma fragdo (no caso, %)
das barras 14 consideradas. Como resolver nosso problema
atual, entao? Aqui, iremos recorrer & flexibilidade da re-
presentacao da fragoes.

Lembre-se de que ja sabemos somar fragoes de mesmo
denominador. A ideia é, entao, utilizar esse caso para cal-
cular % + % Para tanto, buscaremos representar as fracées
% e % usando um mesmo denominador. Para o que falta,

basta seguirmos os seguintes passos:
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1. Multiplique o numerador e o denominador da primeira
fragao pelo denominador da segunda fragao:

3 3-5 15

775 35

2. Multiplique o numerador e o denominador da segunda
fragao pelo denominador da primeira fragao:

2 2.7 14

5 5-7 35

3. Some os numeros fraciondrios em questdo, com o
auxilio do caso ja estudado:

3 2 15
_’_7

3 _7+14_15+14_29
7 5 35

35 35 35

Geometricamente, os passos acima possuem a seguinte
interpretagao:

1. Imagine um quadrado dividido em sete partes iguais
por seis retas verticais. A fracao % é representada pela
por¢ao amarela da figura a seguir. Quando fazemos
% = % = %, estamos, em verdade, subdividindo o
quadrado em 35 partes iguais, utilizando quatro retas
horizontais. Das 35 partes em que o quadrado ficou
dividido, 15 serao amarelas.

15
35

| W

2. Da mesma forma, dividindo um quadrado idéntico ao
anterior em cinco partes iguais, com o auxilio de qua-
tro retas horizontais, a fragao % sera representada pela

porcao vermelha da segunda figura. Quando fazemos

14

M+15_w
35 35 35

Portanto,
15 14 15+14 29

3.2 15 14 29
7 5 3 3 3 35

De maneira geral, temos a seguinte regra geral para a
adigao de fragoes:

Soma de Fragoes com Denominadores
Distintos:
g+§_ a-d+b-c _a-d+b-c
¢c d c¢-d dec  c-d

Alguns exemplos:

2 4 2.5 4.3 10+12 22
375735 53" 15 15
7 1 7.3 1.2 21+2 23
27353373326 ~ 6
1 1 1.5 1.2 5+2 7
275 25 52- 10 10

A subtragdo segue o mesmo principio (contanto que,
como antes, a primeira fragdo seja maior que a segunda):

% _ % _ %7 estamos, de fato, subdividindo o qua- Subtracao de Frag?e§ com Denominadores
drado em 35 partes iguais, usando seis retas verticais. Distintos:
Assim, das 35 partes em que o quadrado ficou divi- a b a-d b-c a-d—b-c
dido, 14 serao vermelhas. c d c-d doec_ c-d
3. Agora que as areas pintadas dos dois quadrados sao Alguns exemplos:
multiplas (Aie uma mesma drea comum (a drea de um 4 2 4.3 2.5 12-10 9
dos 35 retangulos nos quais os quadrados ficara divi- — = -~ = —
didos), podemos somar as quantidades de dreas pin- 5 3 5 5 15 5
tadas, obtendo r 1 1.5 1-2 5-2
15 +14 = 19. 2 5 2.5 210 10
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4 Multiplicando e dividindo fra-
coes

Multiplicar fragoes é muito facil. Basta multiplicarmos os
numeradores para obtermos o numerador do produto e,
para obter o denominador do produto, basta multiplicar
os denominadores das fragdes. Por exemplo:

25_25_10
3 7 3.7 21
15 _15_5
4 2 4.2 8

De maneira geral, temos a seguinte regra geral:

Multiplicacao de Fracoes:

a-cC

¢
d b-d

(Sl s}

Como antes, a multiplicagdo de fragbes também possui
uma representagao geométrica: ela é a intersecao entre as
areas que representam cada uma das fragoes apds uma so-

breposi¢ao. Por exemplo, ao fazermos o produto % . %,

podemos imaginar os mesmos dois quadrados que utili-

zamos na segdo anterior. Sobrepondo os dois quadrados,
6

encontramos uma drea laranja que representa o valor .

Para fazermos a divisao de duas fragées ¢ e <, multipli-
camos a primeira pela inversa da segunda. Assim:

2 .4 25 25 10
3°5 3 4 3.4 12
Outro exemplo:
1,113 _13_3
53 51 5-1 5

De maneira geral, temos a seguinte regra geral:

Divisao de Fracoes:

_a d_a~d
Cbec’

b ¢

Sl S
Ul o

n| K

I

N

10 | 102

103

104

10°

Figura 2: hierdglifos representando poténcias de 10.

5 Um pouco de historia

Os egipcios foram um dos primeiros povos que utilizaram
o conceito de fragdo. O seu sistema de numeracao era
formado por hierdglifos que representavam as poténcias de
10 (veja a figura [2)):

Ja os racionais eram escritos como soma de fragoes com
numeradores iguais a 1. Por exemplo, a fracao % era escrita
como 3 = & + 1. O hieréglifo que indicava a fragdo era
semelhante a uma boca, e significava “parte”:

L —

Por exemplo, % era escrito como:
= 1

f\zl—o

Algumas fragdes possuiam hierdglifos especiais. Por
exemplo:

= —

1 3
_5 ﬁzz
2
==
3

Dessa forma % + % + % era escrito como:

o=

Até os dias atuais, fragoes do tipo % sao chamadas de
fragoes egipcias. Apesar de seu uso pratico ter ficado
no passado, as fragoes egipcias continuam sendo objeto de
estudo em Teoria dos Numeros e em Matematica recrea-
cional. Podemos até mesmo citar um dos mais famosos
problemas em aberto (isto é, até hoje ainda nao resolvi-
dos por ninguém) sobre fragoes egipcias: a conjectura de
Erdos—Straus.

Os matemdticos P. Erdos e E. Straus conjecturaram,
em 1948, que toda fragao do tipo %, com n > 5, pode ser
escrita como a soma de trés fragoes egipcias. Ou seja, eles
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conjecturaram que a equacao

4 1 1 1
—=—+-—+- (1)
n T Yy =z
sempre tem solugoes naturais positivas x,y, z, para todo
natural n > 5. Por exemplo, para n = 5, temos:

4 1 1 1

527510

Com o auxilio de computadores, foi demonstrado que a
conjectura de Erdos-Straus é verdadeira para todo natural
ntal que 5 < n < 10™. Porém, até hoje ninguém foi capaz
de demonstrar o caso geral ou refutar a conjectura, apre-
sentando um valor natural n > 5 para o qual a equagao
nao tenha solugoes naturais positivas x,y, z. Caso esteja
curioso para aprender mais sobre fragoes egipcias, consulte
as referéncias [1], [2] ou [3].

6 Sugestoes ao professor

Apresentar os conceitos bésicos sobre nimeros fracionarios
a alunos que estao apenas comecando a aprender um pouco
mais sobre Matemaética nao é uma tarefa facil. Porém é
muito importante que os alunos fixem bem as ideias que
sao apresentadas nesta aula. O professor deve estar seguro
de que sua turma entendeu bem os conceitos da multi-
plicidade da representacao de fragoes e as interpretagoes
concretas da soma de fragoes com um mesmo denomina-
dor.

Tente fazer um bom nimero de exemplos diferentes so-
bre os conceitos basicos, & medida que eles forem apre-
sentados. Mantenha um foco especial nos exemplos com
figuras geométricas. Se vocé tiver bastante tempo dis-
ponivel em suas aulas, tente fazer esses exemplos utilizando
técnicas de recorte e cole.

E provéavel que alguns alunos, ao fim da aula, ainda te-
nham duvidas sobre a soma de fragoes com denominadores
diferentes. Isso é perfeitamente normal. Nas préximas au-
las de exercicios, voceés terao a oportunidade de exercitar
esse assunto até que as dividas desaparecam.

A dltima segdo dessa aula é optativa. Caso vocé per-
ceba que sua turma evoluiu bem no conteido apresentado,
vocé poderd falar um pouco sobre as fragoes egipcias e até
mesmo sobre a conjectura de Erdos—Straus. Certamente,
muitos alunos nao entenderao a conjectura em si, mas se
alguns deles entenderem que existem problemas na Ma-
tematica em relagdo aos quais ainda se sabe a resposta,
isso ja terd sido algo fantdstico! Lembre-se de manter a
curiosidade de sua turma elevada! Boa aula!
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