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1 Introducao a Probabilidade

Nesta aula, apresentaremos conceitos introdutoérios sobre
Probabilidade, drea da Matematica que se dedica a entender
e estudar fendmenos aleatorios. Mas o que isso significa?

Nés sabemos que é impossivel ter uma bola de cristal
para prever o futuro com exatiddo. A Matematica formaliza
essa intuicdo chamando de ndo deterministicas situagdes nas
quais é impossivel prever com certeza absoluta o que vai
acontecer. Por exemplo, ao langcarmos uma moeda honestcﬂ
nao sabemos se o resultado serd cara ou coroa. Ao langarmos
um dado honesto, ndo sabemos qual sera a face que ficara
apontada para cima.

No entanto, em competicoes de Matematica e na ciéncia
moderna, nao precisamos depender apenas de chutes no es-
curo. A Probabilidade nos permite calcular, com légica e
rigor, o que tem a maior chance‘de ocorrer, transformando o
acaso em uma antecipacao inteligente de cenarios.

Para organizar as ideias acima, precisamos de dois concei-
tos essenciais:

¢ Os possiveis resultados de um experimento sdo conhe-
cidos como eventos. Assim, no experimento lancar
um dado, alguns dos eventos possiveis que podemos
investigar sao: face de cima igual a 3, face de cima par,
face de cima igual a um ntmero primo, etc.

e O conjunto que retine todos os possiveis resultados
de um experimento é denominado espago amostral.
Quando o experimento for o lancamento de um dado
uma Unica vez, o espago amostral serd o conjunto
{1,2,3,4,5,6}. Aqui, sempre assumiremos que o0s espa-
¢os amostrais relacionados aos experimentos que discu-

Hsto é, uma moeda ndo viciada. Uma maneira de criar uma moeda
viciada é fabricd-la de modo que a liga metélica usada em sua composicao
tenha densidades diferentes nos dois lados; dessa forma, ao lancarmos a
moeda repetidas vezes, o lado com metal mais denso ficard para baixo
mais frequentemente. O mesmo procedimento pode ser utilizado com
um dado.
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tiremos serdo conjuntos finitos, ou seja, que possuem
uma quantidade finita de elementos.

Além dos dois conceitos acima, precisamos da seguinte
defini¢do:

4 N
Se F for um evento em um espago amostral A, a pro-
babilidade de F é definida por:

_#E
= A
em que #X denota o ntimero de elementos do con-

junto X.
- J

P(E) (1)

Como um evento é um subconjunto do espago amostral,
a quantidade de elementos de F nunca pode superar a quan-
tidade de elementos de A; em notagdo matematica, temos
0 < #FE < #A. Assim, ao dividirmos pela quantidade do
espaco amostral, chegamos a restricdo fundamental:

O<P(E)—ﬂ<1.

Entao, por definigdo, a probabilidade de um evento sempre
deverd ser um nimero (fragao) de 0 a 1, podendo ser reescrita
como uma porcentagem entre 0% e 100%.

1.1 Exemplos introdutorios

Nos problemas a seguir, assumiremos (e comentaremos nos
enunciados, por énfase) que os experimentos que discutiremos
sempre envolverdo dados e moedas honestos. Gragas a (1)),

num dado honesto, a probabilidade da face superior ser 1, 2,
3,4, 5 ou 6 é sempre a mesma, e igual a %; da mesma forma,
numa moeda honesta, as probabilidades de obtermos cara ou

coroa sao ambas iguais a %
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Exemplo 1. Considere o experimento de lancar um dado
honesto e observar o numero estampado em sua face superior.
Qual a probabilidade de obtermos um nimero impar?
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Solugdo. O nosso espaco amostral é A = {1,2,3,4,5,6},
logo #A = 6. O evento de interesse (a face superior ser
ntmero impar) é dado pelo subconjunto E = {1,3, 5}, por-
tanto #F = 3. Substituindo na férmula_da. probabilidade,
obtemos:

31

P(E)= == .

(B)=¢% 3
Portanto, a probabilidade-do-ntimero da face superior ser
fmpar é de 3 = 50%. O

Exemplo 2. O pai de Carlos e Felipe comprou uma bicicleta
nova para os filhos. Para decidir quem seria o primeiro a dar
uma volta no brinquedo novo, Carlos sugeriu ao seu irmao
tirar mo par ou impar.. As regras propostas por Carlos sdo
simples: cada um dos irmaos escolhe, ao mesmo tempo, um
ndmero de 1 a 5 (inclusive); em seguida, os dois niumeros
escolhidos sao somados. Caso o resultado seja par, Carlos
vence; caso seja impar, quem vence € Felipe. Essa € uma
forma justa-de decidir quem serd o primeiro a andar de
bicicleta?
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Solugao. Utilizando o principio multiplicativo, temos que ha
um total de 25 possiveis resultados para esse jogo de par ou
impar, pois cada um dos 5 possiveis ntimeros escolhidos por
Carlos pode combinar com cada um dos 5 possiveis niimeros
escolhidos por Felipe. Podemos organizar esses resultados na
seguinte tabela, que ja mostra a paridade da soma dos dois
nimeros escolhidos:

[ N S
U= Y= =
— g o— |
U= Yo~ O w
e e R S
W~ Y~ "o

Veja que a opgéo P (referente a um resultado par) aparece
13 vezes, enquanto a opgao I (referente a um resultado fmpar)
aparece 12 vezes. Dessa forma; considerando que cada garoto
escolhe seu nimero de forma aleatéria e uniforme, a probabi-
lidade do resultado ser par é %, a0 passo que a probabilidade
do resultado ser impar é %

Assim, é mais provavel ocorrer um resultado par do que
um resultado impar, logo, a forma proposta por Carlos nao é
uma maneira justa.de decidir quem usara a bicicleta primeiro!

O

Exemplo 3. Dois dados cibicos, honestos e iguais sdo jogados
stmultaneamente e, em sequida, os resultados sao somados.
Qual é.a soma mais provdvel de aparecer?
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Solugao. Primeiramente, fazemos uma tabela que coleciona
todos os 6 x 6 = 36 possiveis resultados. Pela tabela, é facil
perceber que a soma que aparecerd mais vezes serd o 7, num
total de exatamente seis vezes.

+11 2 3 4 5 6
112 3 4 5 6 7
213 4 5 6 7 8
314 5 6 7 8 9
415 6 7 8 9 10
516 7 8 9 10 11
6 |7 8 9 10 11 12

Portanto, a probabilidade de 7 ser o resultado final da
soma é %, que pode ser simplificada-para a fracao equivalente

1
L m

Exemplo 4. Uma moeda honesta € jogada trés vezes. Qual a
probabilidade de aparecer pelo menos uma cara?

Solugao. Comecamos descrevendo o espaco amostral com-
pleto, com todos os possiveis resultados que podem ser obtidos
ao se jogar uma moeda trés vezes:

(Cara, Cara, Cara),
(Cara, Cara, Coroa),
(Cara, Coroa, Cara),
(Cara, Coroa, Coroa),
(Coroa, Cara, Cara),
(Coroa, Cara, Coroa),
(Coroa, Coroa, Cara),
(Coroa, Coroa, Coroa).
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Dessa forma, o espago amostral tem 8 possiveis resultados.
Ao inspecionarmos todos eles, percebemos que apenas em
(Coroa, Coroa, Coroa) nao aparece pelo menos uma cara.
Sendo assim, em 7 deles aparece pelo menos uma cara. Logo,
a probabilidade solicitada é a fracao %. O

O exemplo anterior pode ser resolvido mais facilmente
com a noc¢ao de evento complementar. A esse respeito, veja o
material da video-aula Probabilidade de unidgo e intersecao
de eventos.

Exemplo 5. Uma pessoa retirou uma dama de um baralho
de 52 cartas e, a sequir, retirou uma segunda carta. Qual é
a probabilidade de que essa sequnda carta também seja wma
dama?

Solugao. Ao retirarmos a primeira carta, o baralho ficara
com 52 — 1 = 51 cartas. Como o baralho tem quatro damas
e retiramos uma na primeira carta, restarao trés damas em
nosso espago-amostral.’ Logo, a probabilidade solicitada deve
. 3 _ 1

ser igual a’ & = 7= O
Exemplo 6. Em uma urna hd 9 bolas: trés vermelhas, quatro
amarelas e duas azuis. Retira-se uma primeira bola, que ndo
é amarela. Ao retirar-se ao acaso uma sequnda bola, qual é a
probabilidade de que ela seja amarela?
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Solucgao. Uma vez que a primeira bola retirada nao foi ama-
rela, concluimos que a quantidade de bolas amarelas dentro
da urna (quatro) nao se alterou. Porém, a quantidade total
de bolas diminuiu em uma unidade, de forma que, agora,
temos 9 — 1 = 8 bolas na urna. Portanto, a probabilidade de
que a segunda bola retirada seja amarela é % = % =50%. O

Exemplo 7. Joaquim vai realizar um experimento que consiste
em lancar simultaneamente uma moeda honesta e um dado
honesto. Qual € a probabilidade de Joaquim obter o resultado
“Cara” na moeda e um nimero primo no dado?

Solugao. Primeiramente, vamos determinar o tamanho do
nosso espago amostral. A moeda tem 2 resultados possiveis
(Cara ou Coroa) e o dado tem 6 resultados possiveis (1, 2, 3,
4, 5 ou 6). Combinando cada resultado da moeda com cada
resultado do dado, temos um espaco amostral formado por
2 x 6 = 12 resultados possiveis.

Agora, vamos analisar o evento de nosso interesse: quere-
mos obrigatoriamente “Cara” na moeda e um nimero primo
no dado.

Lembre-se de que os niimeros primos presentes nas faces
de um dado sdo apenas 2, 3 e 5 (o nimero 1 ndo é primo).
Assim, os resultados favordaveis formam o seguinte conjunto
de trés elementos: E = {(Cara, 2), (Cara, 3), (Cara, 5)}.

Como o numero de elementos do evento do qual desejamos
calcular a probabilidade é 3 e o nimero de elementos do espaco
amostral é 12, concluimos que a probabilidade solicitada é
igual a

3 1
P(E)=— = - =25%.
(E) 12 4 %
O
http://matematica.obmep.org.br/ P.7

matematica@obmep.org.br



2 Sugestoes ao professor

Recomendamos separar dois encontros de 50 minutos cada
para apresentar os conceitos fundamentais de probabilidade
e os exemplos que compoem este material.

E importante o professor perceber que, ao longo dele,
assumimos implicitamente que:

¢ todo subconjunto do espacgo amostral corresponde a
um evento possivel, logo, pode ter sua probabilidade
calculada;

e 0s eventos unitarios de um espago amostral sao equi-
provduveis, isto é, o evento correspondente a cada ele-
mento de um espaco amostral de n_elementos tem pro-
babilidade .

Essas hipotese implicitas s6 devem ser comentadas com
a turma caso o professor avalie que ela tem maturidade
matematica suficiente para-apreciar tais observagoes. Se
assim for, o professor deve alertar os alunos para o fato de que
a segunda suposicao acima nao é adequada a andlise de toda
situagdo; por exemplo numa moeda viciada, a probabilidade
da ocorréncia deuma cara pode ser é, circunstancia em que
a probabilidade da ocorréncia de uma coroa sera % Em um
tal contexto, a defini¢ao nao serd a mais adequada.

O professor pode estruturar as aulas expandindo a teoria

da seguinte maneira;

e Ao longo da aula, destaque a importancia de descre-
ver e contabilizar corretamente o espago amostral para
solucionar os exercicios. E importante que os alunos per-
cebam quando esse espaco amostral se torna dindmico
(reduzindo de tamanho apéds a retirada de uma carta
de baralho ou de uma bola de uma urna, por exemplo).

e Aproveite os encontros para revisar os conceitos de
fracGes equivalentes e porcentagens. Mostre aos alunos
que a probabilidade nao é uma férmula isolada, mas
sim uma aplicacao direta do raciocinio de proporg¢oes
(parte pelo todo) que eles j& dominam.
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e Uma atividade ludica e muito til para o primeiro
encontro seria realizar os experimentos fisicos em sala
de aula. Organize os alunos em duplas para disputas
de “par ou impar” e pecga que registrem os resultados
de 30 ou 40 rodadas. Isso servira para verificar que
a frequéncia relativa dos resultados se aproxima da
probabilidade prevista na tabela.

Ao realizar uma atividade como a tultima acima, o pro-
fessor deve estar atento para a possibilidade de ocorréncia
da seguinte situagdo, que geralmente confunde os alunos,
mas, de fato, é muito instrutiva: em uma ou mais duplas,
a frequéncia de resultados “par” (respectivamente “impar”)
pode vir a ser diferente de 50%; pior. ainda, ela pode vir
a ser muito maior que a frequéncia de resultados “impar”
(respectivamente “fmpar”).

Caso isso acontega, o professor deve observar que o que
o célculo correto de uma probabilidade assegura é que, se o
numero de repeticies de um experimento. for cada vez maior,
as frequéncias relativas dos resultados irdo se aprorimar das
probabilidades calculadas. Isso é garantido por um teorema
bastante avancado de Matematica, conhecido como a Lei dos
Grandes Nimeros.
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