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1 A Lei dos Cossenos Revisitada

Nas videos aulas “Lei dos Senos e dos Cossenos” do mo-
dulo de mesmo nome, a lei dos cossenos é apresentada e
demonstrada em dois casos distintos. Lembre-se de que,
para aplicar a lei dos cossenos, devemos escolher um tri-
angulo e um de seus angulos. Assim é que, 14, tinhamos
duas equagdes, a depender do dngulo escolhido ser agudo
ou obtuso. Abaixo, recordamos o enunciado do resultado
que obtivemos.

Proposicdo 1 (Lei dos Cossenos). Seja ABC' um triangulo
de lados com medidas AB = ¢, AC =b e BC = a, e cujo
dngulo do vértice A mede « (radianos). Temos que:

(a) Se0 < a<m/2, entdo
a® = b* 4 ¢* — 2bccos a. (1)
(b) Sen/2 < a<m, entio

a® = b* + ¢ + 2bccos(m — a). (2)

A A

C a B C a B

(a) caso 0 < o < /2. (b) caso /2 < a < .

Figura 1: ilustragoes de possiveis tridngulos de acordo com
a medida do angulo o = L BAC.

Observacdo 2. No mdédulo “Lei dos Senos e dos Cossenos”
a medida de o era tomada em graus, de modo_que no lugar
de cada ocorréncia de m na Proposigao[3 era usado 180°.

Pelo que estudamos na aula anterior, temos que
cos(m=a) == cosa.
Com isso, temos que
2bc cos(m — a) =2bc(— cos a)) = —2bc cos a.

Se substituirmos o que acabamos de encontrar na equa-
cao , o resultado obtido é justamente a equagao .
Isso que dizer que a equagao é valida em ambos os
casos.

H4, ainda, o caso em que o = 7/2, que nao foi consi-
derado na Proposi¢ao Neste caso, lembrando que /2
corresponde a 90°, usando o Teorema de Pitdgoras temos
que a? = b + ¢ (j4 que a é a medida do lado oposto ao
angulo «, ou seja, a medida da hipotenusa, e b, ¢ sao as

medidas dos outros dois lados, ou seja, dos catetos). Por
outro lado, no médulo “Circulo Trigonométrico”, defini-
mos que o cosseno de 7/2 radianos é igual a zero. Assim,
se substituirmos « por 7/2 na equagio , também obte-
mos a? = b% + c2. Ou seja, a equacio também ¢é valida
para a = /2.

A conclusao é que vale para todo « que é angulo
de um tridngulo e que os dois resultados da Proposicio [3]
assim como o Teorema de Pitdgoras, podem ser unificados
como segue.

Proposicdo 3 (Lei dos Cossenos). Seja ABC um. triangulo
de lados com medidas AB =, AC = be BC = a, e
cujo dngulo do vértice A mede o (radianos). Entdo, para
qualquer a temos que:

a® = b% + ¢ — 2bccos a. (3)

Dessa forma, sabendo calcular cossenos de angulos mai-
ores ou iguais a /2, sé precisamos memorizar uma versao
da lei dos cossenos. E claro que, para os demais angulos
do triangulo ABC, vales as relagoes andlogas:

b? =a” + ¢ — 2accos(fB),
¢ = a® + b* — 2abcos(y).

Exemplo 4. Encontre o valor de x na figura abaizo.

A

>

B x C

Solugao. Aplicando a lei dos cossenos em relagdo ao an-
gulo A, temos que:

22 =72 +8%—2-7-8cos(120°).
=49+ 64 — 112 cos(120°)
=113 — 112 cos(120°).

Agora, lembre-se de que

1
cos(120°) = — cos(60°) = —5

Logo,
22 =113 112 (2
B 2
=113+ 56
= 169.
Como x > 0, temos que x = /169 = 13. O
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Exemplo 5. O paralelogramo da figura abaizo estd dividido
em triangulos equildteros congruentes, de lados unitdrios.
Calcule a medida do segmento M N .

VAVAVAVY AV
YAVAVANAY avavi
NOATN NN/

/NN X/

Solugao. Observe que, no tridngulo MNP da figura, te-
mos que MP =4 e NP = 2, ji que cada tridngulo possui
lados de medida 1. Além disso, como cada tridngulo uni-
tério possui todos os seus dngulos medindo 60°, temos que
o angulo A M PN mede MPN = 2-60° = 120°. Seja
x = MN a medida procurada. Aplicando a leis dos cosse-
nos no triangulo M N P, temos que:

22 =42 +2% —2.4-2-cos(120°).

Assim como no exemplo anterior, basta usar que
cos(120°) = —% para encontrar o valor de z. Temos que

-1
x2=16+4—16<7) =20+8=28

e, como, x > 0, segue que r = /28 = 2V/7. O

A lei dos cossenos também pode ser usada para calcular
distancias fisicamente inacessiveis. Quando desejamos cal-
cular a distdncia (em linha reta) entre dois pontos de um
terreno, no caso em que é possivel visualizar um ponto a
partir do outro, ha varias maneiras de se calcular a distan-
cia entre eles. Por exemplo, se a distdncia ndo for muito
longa, podemos ligar um ponto a outro por uma trena.
Para distancias maiores, diversos instrumentos, como por
exemplo o teodolito — que funciona através de um disposi-
tivo ético —, podem ser utilizados; ha também instrumentos
que funcionam por ultrassom ou laser. Contudo, quando
um dos pontos nao pode ser alcangado ou mesmo visto a
partir do outro, esses métodos nao funcionam. Por exem-
plo, 0 que fazer se ha um grande objeto, como uma rocha,
entre os pontos cuja distdncia se deseja medir? Em casos
como esse, precisamos recorrer a outras ideias.

Exemplo 6. Entre os pontos A e B da Figura [3 existe
uma grande rocha. Queremos construir uma estrada em
linha reta de’A até B, passando por um tunel dentro da
rocha. O terreno possui, ainda, algumas drvores, mas foi
possivel encontrar um ponto especifico C' de onde é possivel
enzergar tanto A como B. Ezxplique como podemos calcular
o comprimento da estrada dispondo de um Teodolito e de
um instrumento de medi¢do de angulos.

Figura 2: teodolito usado na construgdo de ‘Brasili-
a. Fonte da figura: https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Teodolitol.JPG.

C
%®

Figura 3: trés pontos na floresta.

Solugao. Com auxilio de um Teodolito, é possivel calcular
as distancias de C' até A e de C' até B. Também podemos
calcular a medida do dngulo L AC'B. Com isso, basta apli-
car a lei dos cossenos para o angulo C' do triangulo ABC
e calcular o comprimento de AB. O

Observacdo 7. Usando a lei dos senos (e, se necessd-
rio, uma calculadora), podemos calcular também os dngu-
los ABAC e £LABC. Como conhecemos a direcio da reta
AC, podemos determinar a dire¢io da reta AB, ou seja,
em que direcio devemos construir a estrada. Partindo de
A podemos, entdo encontrar na rocha onde serd a entrada
do tunel. De modo semelhante, podemos determinar onde
serd a saida do tunel. Subtraindo da medida de AB os
comprimentos da estrada de A até a rocha e de B até a
rocha, podemos estimar também o comprimento do tunel.

Exemplo 8. Considere que, na Fz'gum@ as distancias AC
e CB medem 300 e 600 metros, respectivamente, e que
£LACB mede 3w /4. Calcule o comprimento de AB.

Solugdo. Seja # = AB. Aplicando a lei dos cossenos
usando o angulo £C do triangulo ABC' e lembrando que
cos(3m/4) = — cos(n/4) = —/2/2, obtemos

22 = AC" + BC" —2.AC - BO cos(37/4)
2)

= 3002 + 600% — 2 - 300 - 600 <—7
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Com o auxilio de uma calculadora, obtemos

22 = 450.000 + 180.000v/2
= 450.000 + 254.558
= 704.558.

Assim, x = /704.558 = 839,38 (ou seja, AC mede quase
840 metros!). O

De forma inversa, também podemos usar a lei dos cosse-
nos para calcular os angulos de tridngulos quando conhe-
cemos as medidas de todos os lados.

Exemplo 9. No triingulo da figura abaizo, determine se o
angulo L BAC' € agudo ou obtuso.

A

C 6 B

Solugao. Aplicando a lei dos cossenos em relagdo ao an-
gulo £ A, temos:

62 =54+ 72 —2-5:7-cos(a)
= 36 = 25 +49 — 70 cos(a)
= 70cos(a) = 38
= cos(a) = 38/70 = 0,543.

Veja que, como sabemos que « esta entre 0 e 180° e como
cos(a) > 0, concluimos que « é um angulo agudo (estd en-
tre 0° e 90°). (Da mesma forma, se tivéssemos encontrado
que cos(a) < 0, concluirfamos que « seria obtuso.) O

Observacao 10. Com auxilio de uma calculadora cien-
tifica, podemos descobrir que o angulo o que satisfaz
cos(a) = 38/70 mede aproximadamente 57,12°. Para isso,
basta usar a fung¢do arccos ou cos™ ' da calculadora. E inte-
ressante que 57,12° corresponde a 57,127 /180 radianos, ou
seja, mede aproximadamente 0,996 radianos, o que estd
muito préximo de 1 radiano!

Exemplo 11. Calcule o dngulo obtuso B da figura abaizo,
sabendo que BC =2, AB =+/2 ¢ LACB = 30°.

30°
B 2 C

Solugdo. Seja b = AC, como na figura. Como nio co-
nhecemos nem b nem [, vamos precisar aplicar.a lei dos
cossenos duas vezes. Primeiro calculamos b aplicando-a’em
relacdo ao angulo C:

(vV2)? =22 + 1% =2 2bcos(30°).

Como cos(30°) =+/3/2, temos 2 =4+ b*> — 21/3 - b, 0 que
nos da a equacdo de segundo grau

b —2v3 - b+2=0.

Resolvendo essa equacio, temos A = 4 e b =
V3 £1, ou seja, ha duas possibilidades: b = v/3 + 1 ou
b = /3 =1. Da figura, fica claro que b > 2 (o maior
lado de um tridngulo é oposto a seu maior angulo); logo,
b=+V3+1.

Agora, aplicando a lei dos cossenos para o dngulo £ B,
substituindo o valor de b e simplificando, temos:

2v3+2
2

B = V2 422 -2./2.2c0s
(V3+1)2=6—4v2 cos 8
34+2V3+1=6—4v2cosf3
4v2 cosf=2—2V3
2-2v3  V2-V6

cos B = =

44/2 4

Isso determina (8 de forma tnica (podemos, por exemplo,
encontrd-lo usando uma calculadora). Porém, é possivel
que o leitor ndo saiba, de cabeca, qual angulo possui tal
COSSeno.

Vamos, entao, a uma outra solucdo: encontrar primeiro
« usando a lei dos cossenos para o dngulo £A e, depois,
usar que 8 = 180° — 30° — a = 150° — a. Temos que:

22 = (V2)2+ b —2-0V2 - cos
4=24(V3+1)?-2(3+1)V2cosa
4=0642v3—-2(vV3+1)V2cosa.

Logo,
2(V3 4+ 1)V2cosa = 2+ 2v/3 = 2(1 + V3),

o que nos diz que cosa = % =2

>
Portanto, o = 45° e, dai, # = 150° — 45° = 105°. O
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Observacao 12. No exemplo anterior, provamos indireta-
Vv2-v6

mente que cos(105°) = ¥=2. Consequentemente, como

cos(75°) = —cos(180° — 75°) = —cos(105°), demonstra-

mos que
V6 -2
=—

cos(75°)
Outra curiosidade € que

_V6+v2

cos(15°) 1

Esta dltima igualdade pode ser obtida usando que
cos(15°) = sen(90° — 15°) = sen(75°)
em conjunto com a relacio fundamental
sen?(75°) + cos?(75°) = 1.

Deixamos os cdlculos necessdrios como exercicio para o
leitor.

Dicas para o Professor

O material desta aula é uma aplicagdo breve e imediata
do contetido visto na aula anterior. Se os alunos tiveram
aulas sobre lei dos cossenos recentemente, o conteido dessa
aula pode ser apresentado muito rapidamente, digamos em
tnico encontro de 50 minutos. Caso contrario, cabe ao
professor decidir se deve fazer uma breve revisao da lei dos
cossenos (por exemplo, seguindo o Médulo “Leis dos Senos
e dos Cossenos”) ou se simplesmente “pula” o material
atual (a aula “A Lei dos Cossenos Revisitada”), retornando
a ele em momento oportuno futuro, quando o tépico lei dos
cossenos voltar a ser abordado.

A referéncia [1] desenvolve os rudimentos de Trigonome-
tria necessdrios a aplicagdes geométricas. A referéncia [2]
traz um curso completo de Trigonometria.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdatica Elementar, Vo-
lume - 2: Geometria Fuclidiana Plana. SBM, Rio de
Janeiro, 2013.

2. G. lezzi Os Fundamentos da Matemdatica Elementar,
Volume 3: Trigonometria. Atual Editora, Rio de Ja-
neiro, 2013.
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