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1 Introducao

O objetivo deste material é apresentar uma nova operagao
que pode ser realizada entre dois niimeros naturais: a mul-
tiplicagao.

A multiplicacdo é uma operacao que pode ser definida a
partir da nocao de adigao. Neste material, utilizaremos o
simbolo X para denotar a operacao de multiplicacao, cuja
definicao é:

Definicao 1. Dados a e b nimeros naturais, definimos a
multiplicacdo de a por b, lida a vezes b e denotada a X b,
por

axb=b+b+---+0.

a vezes

Na definicdo acima, os numeros a e b sao denominados
fatores da multiplicagao, enquanto o resultado a x b é o
produto.

Por exemplo,

4x5=5+5+54+5=20.

IXT=T+T+T+7+7=235.

Agora, vamos dar duas interpretacoes distintas para a
multiplicacao:

I. A primeira delas é utilizando diretamente a defini¢ao,
ou seja, a multiplicacao é apresentada como uma
soma de parcelas iguais. Por exemplo, 3 x 4 significa
somar trés parcelas de quatro unidades cada, resul-
tando em um total de 12 unidades.

@ . o . e

II. Na segunda, pode-se utilizar uma configuracao de
pontos em formato retangular, em que a multi-
plicagao a x b representa a linhas de b bolinhas cada
uma. Por exemplo, a figura que representa 3 x 4 é:

3 x4

Através da representacao da multiplicacao pela dis-
posigao de bolinhas em um reticulado (em formato retan-
gular), podemos perceber algumas de suas propriedades.
Iniciamos com a:

Comutatividade

Se a e b sdo nimeros naturais, entao:

axb=>bxa.

A figura abaixo traz dois reticulados: o da-esquerda tem
12 bolinhas, cuja distribuicao pode ser pensada como 3
linhas de 4 bolinhas em cada, ou como 4 colunas de 3
bolinhas em cada. J4 o reticulado da direita possui. 30
bolinhas que podem ser pensadas como 5 linhas com 6
bolinhas em cada, ou como 6 colunas com 5 bolinhas em
cada.

3x4 5 X 6

Assim,
3x4=4x3 e 5x6=06x5.

Evidentemente, esse tipo de argumento pode ser execu-
tado para quaisquer outros inteiros positivos, justificando,
assim, a igualdade a x b =10 X a.

Agora, apresentamos a distributividade, propriedade que
envolve uma multiplicacao na qual um dos fatores é uma
adigao:

Distributividade

Se a, b e ¢ sa0 nimeros naturais, entao:

ax(b+c)=axb+axec

A figura a seguir explica porque a distributividade fun-
ciona no caso em que a = 3, b = 4 e ¢ = 5. Como no
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caso da comutatividade, essa representacao por bolinhas
pode ser facilmente adaptada para justificar a igualdade
ax (b+¢)=axb+axc, quaisquer que sejam os valores
naturais de a, b e c.

Vale destacar o fato que a distributividade também fun-
ciona quando utilizada com a operagao de subtragao, isto
é7

ax(b—c)=axb—axec.
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Na préxima figura vemos uma ilustracao dessa propriedade
para o caso particular

3x(9—4)=3x9-3x4.

3x9 3x4 3x(9—-4)

A propriedade distributiva é especialmente ttil quando
utilizamos calculo mental para realizar multiplicagoes.
Substituindo um dos fatores por uma adigao ou subtragao,
podemos simplificar os calculos. Vejamos dois exemplos
simples.

Exemplo 2. Calcule o resultado da multiplica¢ao 9.999 x
49.

Solugao. Temos que

9.999 x 49 = (10.000 — 1) x 49

= 490.000 — 49
= 489.951.
O
Exemplo 3. Calcule 5082 x 1010.
Solucao. Podemos escrever
5082 x 1010 = 5082 x (1000 + 10)
= 5082 x 1000 + 5082 x 10
= 5082000 + 50820
= 5132820.
O

As solugbes dos exemplos anteriores ilustram um
principio basico da Matematica: trocar uma situagao por
outra que seja equivalente e mais facil de resolver.

Finalizamos essa secao comentando sobre uma tultima
propriedade util da multiplicagao; a associatividade.

Associatividade

Se a, b e ¢ sao ntimeros naturais, entao:

ax(bxec)=(axb)xec.

A associatividade da multiplicacdo nos diz que, sempre
que tivermos varios fatores a serem multiplicados, a or-
dem na qual escolhermos efetuar as multiplicagoes desses
fatores nao mudard o resultado final. Vejamos como essa
propriedade pode ser 1til no seguinte

Exemplo 4. Calcule o resultado da expressao
345.897 x 25 x 4.

Solucao. Se efetuarmos as multiplicagdes na ordem natu-
ral em que elas aparecem, isto é,

(345.897 x 25) x 4,
a dificuldade sera bem maior do que se fizermos

345.897 x (25 x 4) = 345.897 x 100 = 34.589.700.

2 O algoritmo da multiplicacao

As propriedades de comutatividade e distributividade
sao fundamentais para aeficicia do algoritmo de multi-
plicacao, que apresentaremos a seguir.

Para simplificar o entendimento do mesmo, exporemos
primeiro como calcular o produto P de um nimero N de
varios algarismo por um nimero a de um tnico algarismo:

P =N xa.
—— Algoritmo de multiplicagao por algarismo —

(1) Inicie na casa das unidades de N e faga d = 0.

(2) Em cada etapa, multiplique o algarismo de N, da
casa em que estiver, por a. Em seguida, some d
ao produto e escreva, na casa correspondente em
P, o algarismo das unidades dessa soma.

(3) Se o valor da soma calculada no passo (2) for me-
nor ou igual a 9, entao:

i. Se N ainda tiver casas a esquerda da atual,
passe para a casa de N situada a esquerda da
casa atual e volte ao passo anterior.

ii. Se N nao tiver mais casas a esquerda da
atual, pare.

(4) Se o valor da soma calculada no passo (2) for
maior do que 9, atribua a d o digito da dezenas
dessa soma. Em seguida:

i. Se N ainda tiver casas a esquerda da atual,
passe para a casa de N situada a esquerda da
casa atual e volte ao passo (2).

ii. Se N nao tiver casas a esquerda da atual,
atribua a préxima casa de P o valor atual
de d e pare.

Vejamos como o algoritmo acima funciona no seguinte
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Exemplo 5. Calcule 589 x 7.

Solucgao. Iniciando na casa das unidades e com d = 0,
calculamos 9 x 7+ d = 63 + 0 = 63. Entao, escrevemos
3 (o algarismo das unidades de 63) no lugar do algarismo
das unidades do resultado e fazemos d = 6 (pois 6 é o
algarismo das dezenas da soma).

i

C| D |U
+(©)

5 8 9

X 7

3

Avangando para a casa das dezenas de 589, calculamos
8 X 7+ d = 56 + 6 = 62. Escrevemos 2 no lugar do alga-
rismo das dezenas do resultado e fazemos d = 6 (pois, por
coincidéncia, 6 também ¢ o algarismo das dezenas de 62).

N
C |D|U
+(©)
5 819
X 7
213

Avancando para a casa das centenas de 589, calculamos
5x7+d = 3546 = 41. Escrevemos 1 no lugar do algarismo
das centenas do resultado e fazemos d = 4 (pois 4 é o
algarismo das dezenas de 41).

1
C|D|U
+(®)
51819
X 7
11213

Por fim, como d =4 > 0 e N nao tem mais algarismos,
atribuimos ao algarismo das unidades de milhar do produto
o valor 4 e paramos. O produto é 4123.

1
C|D|U
+()
51819
X 7
4 11213

O

Uma consequéncia importante do método que apresen-
tamos é a conclusao de que sé é necessiario memorizar os
resultados das multiplicagoes entre os algarismos (de 0 a

9) — a famosa tabuada que mostramos na préxima figura
de maneira compacta.

Observe que, gragas a propriedade comutativa, basta
memorizar os produtos a x b, com 0 < a < b < 9, isto
é, a metade branca ou azul da tabuada.

4| 5| 6| 7] 8| 9
4| 5] 6| 7| 8| 9
8110|12| 14|16 |18
121518 |21 (24|27
12116 20|24 | 28|32 | 36
10]115|20(25|30 |35 |40 | 45
12|18]24|30|36|42 |48 |54
14121 |28|35|42 |49 |56 |63
16 |24 (32 (40 | 48|56 | 64| 72
1812736 (45|54 |63|72|81

© [O | W (W
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Figura 1: Tabela de multiplicagdo entre dois digitos. A
distributividade garante que estes sao os tunicos produtos
que devemos memorizar

A versao completa do algoritmo da multiplicacao, na
qual multiplicamos dois nimeros com qualquer quantidade
de digitos, baseia-se na distributividade. Veja o exemplo a
seguir:

Exemplo 6. Para calcular 7293 x 162, comeg¢amos escre-
vendo_a representacao decimal de 162 e utilizando a pro-
priedade distributiva para obter

7293 x 162 = 7293 x (1 x 10* + 6 x 10" +2 x 10%)
= (7293 x 1 x 10% + 7293 x 6 x 10"
+ 7293 x 2 x 10°).

Em sequida, aplicamos o algoritmo descrito anteriormente
para calcular os resultados da multiplicacoes de 7293 por
cada um dos algarismos de 162 (isto é, os resultados das
multiplicagoes 7293 x 1, 7293 x 6 e 7293 x 2). Depois,
acrescentamos a direita de cada um dessas multiplicacoes
uma quantidade de zeros igual ao expoente da poténcia de
10 que marca a posicao do respectivo algarismo na repre-
sentacao decimal do numero 162. Por fim, somamos todos
os valores utilizando-se o algarismo da adi¢ao.

Na pratica, utilizamos uma estrutura tabelar para rea-
lizar tais multiplicagbes. Observe:

UMM CM DM UM C D U
7 2 9 3

X 1 6 2

1 4 5 8 6

4 3 7 5 8 0

+ 7 2 9 3 0 0

1 1 8 1 4 6 6
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Os numero 14586, 43758 e 7293 correspondem aos re-
sultados das multiplicagoes 7293 x 2, 7293 x 6 e 7293 x 1,
respectivamente. Cada um desses valores é acrescido, a
direita, de uma quantidade de zeros igual ao expoente da
poténcia de 10 que o acompanha na representacao deci-
mal de 162 do algarismo pelo qual foi multiplicado. As-
sim, a 14586 acrescemos 0 zeros (uma vez que 2 compa-
rece, em 162, multiplicando 10%), a 43758 acrescemos 1
zero (uma vez que 6 comparece, em 162, multiplicando
10Y) e, por fim, a 7293 acrescemos 2 zeros (uma vez que 1
comparece, em 162, multiplicando 10%. Por fim, somamos
14586+ 4375847293 com o auxilio do algoritmo da adigao,
obtendo 1181466.

3 Sugestoes aos professores

Nos anos iniciais do Ensino Fundamental os estudantes
tém os primeiros contatos com os algoritmos das operagoes
bésicas entre niimeros naturais. Neste primeiro momento,
o foco esta na parte puramente procedimental dos algorit-
mos.

Ja nos anos finais do Ensino Fundamental, os algoritmos
sao mais uma vez abordados. Porém, o foco nesse momento
deve ser outro. Os professores devem evidenciar que os
algoritmos nada mais sao do que um conjunto de passos
bem sequenciados que permitem chegar aos resultados das
operacoes. Além disso, os alunos devem aprender como a
eficicia dos algoritmos estd associada com as propriedades
do sistema indo-arabico.

Também ¢é importante introduzir situagoes-problemas
cujas solucoes envolvam o uso dos algoritmos. Assim, en-
fatizamos a visao de que a Matematica pode ser entendida
como uma ferramenta para resolver problemas.

Separe dois encontros de 50 minutos para ministrar o
conteido desse material. No primeiro, faga o desenvolvi-
mento até o algoritmo da multiplicacao bésico.  No se-
gundo, faca vérios exemplos com o algoritmo completo
(com qualquer quantidade de digitos).

Existem outras algoritmos de multiplicacao que sao mais
eficientes do que aquele que foi apresentado neste material,
mas cujos passos sdo mais dificeis de memorizar. Vocé
pode encontrar uma discussao sobre esse assunto no link a
seguir:
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https://www.quantamagazine.org/mathematicians-discover-the-perfect-way-to-multiply-20190411/
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