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Nesta aula, apresentaremos mais uma propriedade fun-
damental de determinantes, bem como sua interpretacao
geométrica. Encerraremos com algumas aplicagoes do mate-
rial desenvolvido até entao.

Em relagdo a aula anterior, recorde que det[u,v], o de-
terminante da matriz cujas colunas sdo, nessa ordem, os
vetores u e v, pode ser interpretado como a drea orientada
do paralelogramo gerado por u e v.

1 A homogeneidade do determinante

Observe a figura abaixo.

A 12 proposigao do 6° livro dos Elementos de Fuclides
nos informa: " dois paralelogramos de mesma altura estdo entre
st como as suas bases. De outro modo, se multiplicarmos por
k-a (medida da) base de um paralelogramo, formaremos um
novo paralelogramo, cuja area é o produto do fator k pela
area do paralelogramo inicial. Esse fato nos leva a

22 Propriedade dos Determinantes (Homogeneidade):
det[k - u,v] = k det[u,v],

para quaisquer vetores u,v e para qualquer nimero real k.
A verificagdo algébrica dessa propriedade é simples: se
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u = (ab) e v = (c,d), entdo k - u = (ka,kb), logo

ka ¢
kb d
= kad — kbc
= k(ad — be)
= kdet[u,v].

det[k - u,v] =

De forma andloga se verifica que det[u,l - v] = [det[u,v].
Portanto, vale

det[k - u,l - v] = kl det[u,v], (1)
para quaisquer vetores u,v e quaisquer numeros reais k,l.

Exemplo 1. Dados os nidmeros reais-a,b e c, construa com
régua e compasso um segmento de medida T; tal que ax = bc
(vide [1]).

Solugdo. Construa um retdngulo OADB com OA = a e
OB = b. Marcando na semirreta OA o ponto C' que satisfaz
OC = ¢, seja P o ponto de intersecio da reta% com a
paralela a OB passando por C. Se X é a interse¢do de
com a paralela a OA passando por P, afirmamos que OX é
a solugdo do nossoproblema. Acompanhe na figura abaixo.

o c A

Figura 1: “solucao grega” de uma equacao do 1° grau.

De fato, note que os triangulos OAD e ODB tém mesma
area, ou seja, %det[@l,@} = %det[@,@]. Afirmamos
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que os tridngulos OPA e OPB também tém areas iguais.
Com efeito, vale OP =k - @, para algum ntmero real k.
Denotando por A(R) a area de uma regiao R do plano, e
levando em conta a relagio (1)), temos

A(OPA) = %det@i,(ﬁ] _ % det[OA | - O]
= gdet[O_fl,Oﬁ].

De modo anélogo se prova que A(OPB) = gdet[(ﬁ,@],

de onde segue a afirmagdo. Se x = OX, as igualdades
A(OPA) = % ¢ A(OPB) = % nos garantem a relacao
ax = bc. O

Daqui em diante, faremos uso da nocao.de poligono sim-
ples. Um poligono P é dito simples se ele ndo possui auto-
intersecoes. Mais precisamente, P.= A3A, ... A, é simples
se, para cada i = 1,2, ...,n, ossegmentos A;_1A4; e Aj114;492
sdo os unicos lados de P que intersectam o lado A;A;41 (tome
Ao =An, Api1 = Ay e Aypa = As). Por exemplo, qualquer
poligono convexo é simples (mas-a reciproca é falsa. Veja a
figura abaixo).

P/

Figura 2: P é um poligono simples; P’ nao é.

Pode-se provar ([3]) que um poligono simples P divide o
plano em duas regioes, uma limitada chamada interior de
P e outra ilimitada denominada exterior de P. Além disso,
denotando por P a reunido do poligono simples P com o seu
interior, temos o seguinte resultado.
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Lema 2. Se P ¢é um poligono simples de n lados, entio P
pode ser triangulado. Mais precisamente, P se decompée
numa reunido de n — 2 regioes triangulares, quaisquer duas
das quais sem pontos interiores em comum, sendo os vértices
desses triangulos também vértices de P.

Demonstragio. Veja [2] ou [3]. O

O lema acima tem consequéncias interessantes. Além da
area de P se escrever como a soma das areas dos triangulos
que decompdem P (fato que utilizaremos mais tarde), é ficil
agora mostrar que a soma dos dngulos internos de qualquer n-
poligono simples (ainda que nao-convezo) € igual a (n—2)180°
(veja [2]).

Queremos, agora, relacionar a area de uma regiao R do
plano com a drea da sua imagem S(R) por uma semelhancga
S (veja a aula Transformacées Lineares no R? - Parte I, do
médulo de Geometria das transformagdes lineares). Com esse
intuito, segue uma definicdo do que se entende por area de
uma regiao.

Definicdo 3. Considere no plano Il uma regido R. Suponha
que existam duas sequéncias (infinitas) de poligonos simples
(P,) e (Qy) satisfazendo as duas consigoes a sequir:

. bhCcPhcCc-.-CcP,C---CRC---CQ,C-C
Q2 C Q1.

ii. E posstvel tomar diferencas de dreas A(Qn) — A(Py)
tao pequenas quanto se queira.

Nesse caso, A(R), a drea da regigo R, é definida como o dnico
namero real admitindo as dreas A(P,) como aprozimagdes
por falta e as dreas A(Q,) como aproximagdes por ercesso.
De outro modo, A(R) é o unico nimero real satisfazendo
A(P,) < A(R) < A(Qr), para cada natural n.

Para efeito de ilustragdo, o ntumero m, que é a area do
circulo unitdrio C, é aproximado por falta (resp. excesso), com
o grau de precisdo que desejarmos, pelas dreas dos poligonos
regulares inscritos (resp. circunscritos) em (resp. a) C (veja
o capitulo V da referéncia [4]).
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Observacido 4.

1. Sempre que considerarmos a drea de uma regiao R do
plano, ficard subentendido que as condi¢ées da defini¢do
anterior se verificam para R.

2. A sequnda condi¢do na definicdo acima pode ser rees-
crita, de modo mais preciso, da sequinte maneira: dado
arbitrariamente um numero real positivo €, deve existir
um nidmero natural n satisfazendo A(Q,) — A(P,) < €.
(O nidmero € é, evidemtemente, um erro entre as dreas
dos poligonos P, e Q,,.)

Na demonstragdo do proximo teorema; utilizaremos o
material da aula Transformacées Lineares no R% - Parte I.

Teorema 5. Se S : 11 — II é uma semelhanc¢a de razio k, R
é uma regigo do plano e R' = S(R) € a imagem de R por S,
entao

AR) =Ek*A(R). (2)

Demonstracgdo. Vamos dividir em casos.

12 caso: R é um triangulo ABC.

Escreva S =T o.H, em que T é uma isometria e H é a
homotetia centrada num ponto O e de razio k (teorema 15
da aula mencionada acima). Para um ponto P qualquer do

plano, pondo P’ := H(P), lembre-se de que P' = O+ k- oP
Assim, se u = AB e v = AC, segue imediatamente que
— _—

A'B"' = k-ue AC' = k- v, de modo que, pela relagao ,
vale

! R/ 1 21
A(A'B'C) = §| det[k - u,k - v]| = k §| det[u,v]|
= k2A(ABC).

Sendo uma isometria, T' transforma A’B’C’ num tridngulo
conguente A”B"C". Portanto,

A(S(ABC)) = A(A"B"C") = A(A'B'C") = K*A(ABO).
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22 caso: R é um poligono simples P:
Este caso segue do caso anterior e do lema [2]

Caso geral.

Nas notagdes da definigdo , sejam P, = S(P,) e Q, =
S(Q.), para cada natural n. E facil ver que as sequéncias
de poligonos simples (P)) e (Q),) satisfazem a 1* condigdo
da definigao |3| relativamente a regido R’. Quanto & segunda
condicdo, dado € > 0, deve existir um natural n tal que
A(Qn) — A(P,) < e/k?. Reescrevendo essa desigualdade
como k2A(Q,) — k*A(P,) < € e levando em conta 0 2° ¢aso,
temos A(Q)) — A(P)) < ¢, ou seja, as condigoes da defini¢do
para a regido R’ sdo satisfeitas com as sequéncias (P)) e
@.).

Portanto, a drea de R’ é o tnico nimero real cumprindo
com as desigualdades A(P)) < A(R') < A(Q),), as quais equi-
valem a k?A(P,) < A(R') < k>A(Q,) ou, ainda, A(P,) <
%722/) < A(Q,), para cada n natural. Ora, como sabemos, o
Gnico numero real satisfazendo essas ultimas desigualdades é

a area da regido R, o que nos leva a Agg’) = A(R), que é a
relacdo desejada . O

Observacao 6. Numa aula posterior, enunciaremos um re-
sultado mais geral que o teorema , substituindo uma seme-
lhanga por uma equivaléncia afim (veja a aula Equivaléncias
Afins e Aplicagoes - Parte I do mddulo Operando com Trans-
formagoes-Lineares: Algebra e Geometria).

2 Aplicacoes

Sejam ABC' um tridngulo retdngulo em A e Rpc,Rap,Rac
figuras semelhantes construidas sobre os lados de ABC'. Mais
especificamente, estamos supondo que exista uma semelhanca
transformando o par (Rpc,BC) no par (Rap,AB) (resp.
(Rac,AC)). Desse modo temos o

Exemplo 7 (Generalizacdo do Teorema de Pitigoras). Nas
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notacdes acima, vale
A(RB(}) = A(RAB) + A(RAc). (3)

Em palavras: se figuras semelhantes sao construidas sobre
0s lados de um triangulo retangulo, a drea da figura sobre a
hipotenusa € a soma das dreas das figuras sobre os catetos. E|

Solugdo. Se uma semelhanga tr: transforma (Rpc,BC) e
(Rap,AB), sua razao deve ser == BC Portanto, pelo teorema

tem-se A(RAB) = 72 A(RBC). De forma similar, vale

ARac) = (Rpc). Entao,
AR ac’
A(Rag) + A(Rac) = (Re) + = A(Rsc)

o o
AB AC

= 22 2T U Rpo)

BC
- A(RBC>7

sendo que o teorema classico de Pitagoras, AB’ +@2 = 3702,

foi utilizado na ultima igualdade. O

Doravante, considere fixado no plano um sistema cartesi-
ano de coordenadas de origem O. A rede do sistema consiste
dos pontos cujas coordenadas sdo numeros inteiros. Estamos
interessados no calculo da area de um poligono da rede, ou
seja, um poligono cujos vértices tenham coordenadas inteiras.

Um paralelogramo (resp. tridngulo) P da rede é dito
fundamental quando os tnicos pontos da rede na regido P
sd0 os proprios vértices de P.

Exemplo 8. Todo paralelogramo fundamental tem drea 1.

Solugao. Seja P = OACB um paralelogramo fundamental.
A ideia é “pavimentar” o plano com copias de P. Em outras

INa versdo original do Teorema de Pitdgoras, as figuras sdo quadra-
dos.
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palavras, transladando P por cada um dos vetores v, , =

mOA + nO? , sendo m,n nimeros inteiros, decompomos o
plano numa reunidao de palalelogramos fundamentais (como
o vetor v, , tem coordenadas inteiras, P é fundamental
se, e 86 se, P + vy, ,, 0 ¢é). Portanto, os pontos da rede
s6 podem ser vértices desses paralelogramos, ou seja, a rede
consiste, precisamente, dos pontos da forma (ma+nc,mb+nd),
em que OA = (a,b), OB = (¢,d) e m e n sdo nlmeros
inteiros. Em particular, existem inteiros mg,mi,ng,nq tais

moa + ngc=1 mia+nic=0 . B
ue e , 1sto ¢,
mob + nod =0 mib+nid=1

R

Tomando o determinante em ambos os membros dessa igual-
dade matricial, vem (ad — be)(mony — ming) = 1. Como os
fatores no primeiro membro sdo ntmeros inteiros, s6 pode
ser ad — bc = +1, de onde segue que A(P) = |ad — bc| = 1,
como queriamos. O

E fAcil verificar que o tridngulo ABC é fundamental se, e
so se, o paralelogramo ABDC' é fundamental. Dai

Corolario 9. Todo tridngulo fundamental tem drea 1/2.
Agora vamos obter um resultado importante em aritmética.

Corolario 10 (Lema de Bézout). Sejam a e b inteiros primos
entre si. FEntao existem numeros inteiros ¢ e d tais que
ad —be=1.

Solugdo. Seja A = (a,b). Por hipdtese, nao ha pontos da
rede no interior do segmento OA. Por outro lado, se P é
um ponto da rede fora da reta OA, a férmula para a area
de um tridngulo nos garante que 2A(0OAP) é um ntmero
natural. Assim, podemos escolher P de modo que A(OAP)
seja o menor possivel. Afirmamos que o tridngulo OAP é
fundamental. Com efeito, se Q ¢ {O,A,P} fosse um ponto
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da rede no triAngulo OAP, valeria A(OAQ) < A(OAP),
contradizendo a escolha de P. Assim, OAP é fundamental e,
se P = (¢,d), entdo 1/2 = A(OAP) = |ad — bc|/2. Por sua
vez, isso acarreta ad — bc = +1, conforme desejado. O]

Vamos enunciar sem demonstracao o seguinte resultado
(veja [6]).

Teorema 11 (Pick). Seja P um poligono simples da rede. Se
P contém B pontos da rede e I pontos da rede pertencem ao
interior de P, entdo

AP)=1+B/2-1. (4)

Observacao 12. Quando P é um triangulo, o teorema de
Pick se reduz ao coroldrio [4

Para finalizar, temos o seguinte
Exemplo 13. Nao eziste triangulo equildtero da rede.

Solugao. Por contradigdo; suponha que ABC' seja um tridn-
gulo equildtero da rede, de lado [, digamos. Pela férmula da
distancia entre dois pontos,-{2 é um inteiro positivo. Por
outro lado, como os vetores AB e AC tém coordenadas
inteiras, a formula A(ABC) = 1|det 1@ B ]| garante que
A(ABC') é um numero racional. No entanto, é bem sabido
que, sendo ABC' equilitero, tem-se A(ABC) = ! ‘f , de sorte
que V3 = 4A(ABC . Mas ai, v/3 seria um niimero racional,
uma contradlgao O

Dicas para o Professor

Vale a pena observar a relacdo entre a solu¢ao do exemplo
e o tultimo exemplo da aula passada. Na solucao do exemplo
provamos que A(OPA) = A(OPB), qualquer que seja o
ponto P na diagonal OD do retdngulo OADB. Isso também
segue do exemplo 8 da aula anterior, ja que @ é a reta
suporte da mediana que sai de O no tridngulo OAB.
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Convém exemplificar a versao generalizada do teorema de
Pitagoras com algumas figuras particulares, como tridngulos
equilateros ou semicirculos. Em relagdo a tltima possibili-
dade, temos uma bela reformulacdo por meio das ldnulas
de Hipdcrates (vide [7]): sobre cada cateto de um tridngulo
retangulo constréi-se um semicirculo justaposto ao triangulo
e, sobre a hipotenusa, um semicirculo contendo o triangulo.
Entdo, a soma das dreas das linulas assim formadas € igual
a drea do triangulo.

O seguinte resultado, devido ao mateméatico H. Minkowsky,
generaliza o exemplo 0s unicos poligonos requlares da
rede sdo os quadrados. Para uma demonstracao, veja o artigo
[5] ou, ainda, o problema 10 da segdo 8.3 de [4].

Trés sessoes de 50 minutos devem ser suficientes para
expor o conteudo deste material.
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