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No moédulo “Algoritmo de Euclides Estendido”, com o
auxilio do Teorema de Eudoxius, demonstramos o Algoritmo
da Divisao, teorema que serd o ponto de partida deste médulo.
Pela importancia desse teorema para o moédulo, refaremos
a demonstragao que foi feita 14. Caso vocé ja tenha lido a
demonstracao, pode pular diretamente para os exemplos que
a sucedem.

Teorema 1 (Eudoxius). Dados a e b inteiros, com b > 0,
tem-se que ou a € maultiplo de b ou estd localizado entre dois
multiplos consecutivos de b. De outro modo, dados a e b
inteiros, com b > 0, existe q inteiro tal que

bg < a <blg+1).

Prova. Suponha que a > 0 (o caso a < 0 pode ser tratado
de forma analoga) e considere o niimero racional .

O fato de o conjunto N dos ntimeros naturais ser ilimitado
superiormente garante a existéncia de um natural maior que
%. Dentre todos esses naturais, existe um que é o menor
possivel; chame-o de n. Entao, § < n é verdade, mas a
minimalidade de n garante que-¢ < n — 1 ¢é falso. Portanto,

% =2 n—1, de modo que
a
—1<-<n.
n <3 <n
Chamando n— 1 de g, temosn=q+ 1 e

g< -<q+1.

Sal RS

Multiplicando as desigualdades acima por b, segue finalmente
que
bg <a<blg+1),

conforme desejado. O

Agora, apresentamos uma demonstracao para o Algoritmo
da Divisao.
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Teorema 2 (Algoritmo da Divis3o). Dados inteiros positivos
a e b, existem, e sdo Unicos, inteiros q e r tais que

a=bg+r, com0<r<b.

Os numeros inteiros q e r sGo denominados quociente e
resto da divisdo de a por b, respectivamente.

Prova. Pelo Teorema de Eudoxius, existe um niimero inteiro
q tal que
bg <a <blg+1).

Assim:
bg<a=0<a-10bq

a<blg+l)=a<bg+b=a—bg<b.

Dai, fazendo r = a — bg, obtemos
a=bg+r,0<r<b.

Para provar a unicidade, suponha que ¢’ e r’ sejam inteiros
tais que
a=>b¢+r,com0<r <b.

Entao
bg+r=a=b¢+r" = blqg—q)=1r"—r,
de sorte que
blg' —ql = |r" — 7. (1)

Logo, |r" — r| é multiplo de b. Mas veja que

r<b=1r—r<b—-r<b

r<b=r—r <b—r' <b.

Assim, |’ — r| < b, de maneira que |’ — r| é um multiplo de
b tal que 0 < |r' —r| < b. Portanto, a tnica possibilidade é
que |r" —r| = 0. Dai, ' = r e, gracas a , q' = q. Desse
modo, quociente e resto da divisao de a por b sdo unicos. [J
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Continuando, apresentamos algumas aplicacbes do teo-
rema

Exemplo 3. Mostre que, dentre trés inteiros consecutivos,
exatamente um deles é miltiplo de 3. Além disso, mostre
também que a soma de trés inteiros consecutivos € um mailtiplo

de 3.

Solugao. Vamos denotar por n, n+ 1 e n+ 2 os trés inteiros
consecutivos. Pelo teoremal|2] temos que existem ¢ e r (tnicos)
inteiros tais que n = 3¢ + 7, em que 0 < r < 3, ou seja,
r € {0,1,2}. Assim, temos

e se n = 3¢, entdo ndo ha nada a fazer, pois n'é multiplo de
3;

e sen=3¢+1, entdon+2=(3¢g+1)+2=3¢+3=3(¢+1),
ou seja, n + 2 é multiplo de 3;

e sen=3¢+2, entdon+1=(3¢+2)+1=3¢+3 =3(¢g+1),
ou seja, n + 1 é multiplo de 3.

Para mostrar que a soma dos trés nimeros inteiros consecuti-
vos n, n+ 1 e n+ 2 é um multiplo de 3, note que se n = 3¢
entao

n+(n+1)+(n+2) =3¢+ B¢+1)+ (3¢+2)
=9+ 3
= 3(3¢ + 1);
se n = 3q +1, entao
n+(n+1l)+n+2)=0CBg+1)+Bg+2)+ (3¢ +3)
=9¢+6
=3(3¢+2)
e, se n = 3¢ + 2, entao
n+(n+1)+n+2)=0CBg¢+2)+Bg+3)+(3g+4)
=9¢+9
= 3(3¢ + 3).
Assim, obtemos que n+ (n+ 1) + (n+2) é maltiplo de 3. O
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Antes de apresentar o préximo exemplo, convém recordar
o seguinte

Teorema 4 (Euclides). O conjunto dos nimeros primos é
infinito.

Prova. Suponha que o conjunto P dos nimeros primos seja
finito, digamos, P = {p1,pe2,...,pr}. Agora, considere o
namero n = pip2...p, + 1. Perceba que n > p;, Vi €
{1,2,...,r}, logo, n ndo é primo. Por outro lado, pelo-lema
de Euclides, apresentado no moédulo “Algoritmo de Euclides
Estendido”, como n > 1 ndo é primo, existe algum primo p
que o divide. Como p € P, existem um inteiro i € {1,2,...,r}
tal que p = p;. Portanto, p; | (pip2...pr + 1). Agora,
veja que p; | pip2...pr, de sorte que p; divide a diferenca
(p1p2...pr+1) —p1pa...pr, isto é, p; | 1. Isso, obviamente,
é uma contradi¢ao, que vem de termos suposto que P fosse
um conjunto finito. Desse modo, concluimos que o conjunto
dos niimeros primos ¢ infinito- O

Dois ntimeros primos p e g, com p < ¢, sao denominados
primos gémeos se ¢ = p + 2; trés ntumeros primos p, q e
r, com p < q < r, sdo denominados primos trigémeos se
q=p+2er =p+4. Sdo exemplos de primos gémeos os
pares 3 e b, 5e 7,11 e 13,17 e 19, etc. Por outro lado, o trio
3,5 e 7 é um exemplo de primos trigémeos.

Observacdo 5. O maior par de primos gémeos conhecido foi
descoberto em 2016. Cada um dos primos que formam esse
par possui 388.342 algarismos. Uma conjectura matemdtica
famosa, conhecida como a “Conjectura dos Primos Gémeos”,
afirma que a quantidade de pares de primos gémeos € infinita.
Até hoje, ndo ha uma demonstracdo para essa conjectura,
mas também mnao hd um argumento que prove que ela nao
¢ verdadeira. FEntretanto, em 2013, o matemdtico chinés
Yitang Zhang mostrou a existéncia de um nimero N tal que
existem infinitos pares de miumeros primos cuja diferenca €
N. Perceba que a Conjectura dos Primos Gémeos seria o
caso N = 2 do teorema de Y. Zhang. O argumento de Zhang
também mostrou que o numero N pode ser tomado menor
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do que 70 milhées. Trabalhos posteriores mostraram que o
teorema € verdadeiro para N = 246. Por outro lado, o trio 3,
5 e 7 € o unico trio de primos trigémeos, como veremos no
prozimo exemplo.

Exemplo 6. Os ndmeros 3, 5 e 7 sdo os unicos primos
trigémeos.

Solugao. De fato, suponha que p, p+2 e p+4 sejam primos
impares consecutivos. Repetindo o raciocinio do exemplo
anterior, existem (Unicos) inteiros g e r tais que p = 3¢+7, em
que 0 < r < 3. Dald, ocorre uma das seguintes possibilidades:

e p = 3¢, o que implica ¢ = 1, pois p é primo. Logo, p = 3,
p+2=5ep+4=T,

e p=3¢+1,logo,p+2=3B¢g+1)+2=3¢+3=3(¢+1).
Dai, p + 2 é um ntimero primo que é miltiplo de 3. Assim,
p+ 2 =3 e, portanto, p = 1.-Mas isso é uma contradigao,
pois p é primo.

e p=3¢+2,0queacarretap+4=(3¢g+2)+4=3¢+6=
3(q + 2). Repetindo o raciocinio do item anterior, obtemos
p+4=3. Dai, p=—1, o que é uma contradicdo.

Desse modo, concluimos que os tinicos primos trigémeos sao

3,0eT. O

Embora existam infinitos niimeros primos, assim como
existem infinitos pares de primos cuja diferenga vale 246, pode-
mos encontrar “saltos” arbitrariamente grandes na sequéncia
dos numeros primos. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 7. Qualquer que seja o inteiro positivo k, todos os
numeros da sequéncia

(k4+1)!+2, (k+1D)!+3, ..., (k+D)!+k (K+ 1)+ (k+1)

s$a0 compostos.
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Solugdo. Uma vez que (k+1)! = (k+1)-k-(k—1)-...-3-2,
temos que (k + 1)! é divisivel por cada um dos nimeros do
conjunto {2,3,...,k,k + 1}. Desse modo, 2 | [(k+ 1)! +2],
3| [(k+ 1)! + 3], e assim por diante, ou seja, 4 | [(k+ 1)! + 1],
Vi € {2,3,...,k,k + 1}. Portanto, os niimeros da sequéncia

(k+1)!+2, (k+1)!+3, ..., (k+D)!+k (K+1)!+(k+1)
sdo, de fato, todos compostos. O
Exemplo 8. Se p, 4p® + 1 e 6p? + 1 sdo nimeros primos,

mostre que p = b.

Solugao. Quando dividimos p por 5, obtemos cinco possiveis
restos: 0, 1, 2, 3 ou 4. Se fosse p = 5q + 1, entdo terfamos

4p* +1=14(5¢+ 1) +1
=4(25¢> +10g +1) + 1
=100¢® +40q + 4 + 1
=100¢* + 40q + 5
=5(20¢> +8¢+1).
Assim, 4¢% 4 1 ndo seria primo, pois seria um miultiplo de 5
maior que 5. Se fosse p = g + 2, entao
6p° +1=6(5q +2)> + 1
=6(25¢° +20g +4) +1
=150¢° + 120q + 24 + 1
= 150¢% + 120q + 25
=5(30¢° +24g +5) .
Logo, 6¢° + 1 nao seria primo, pois seria um multiplo de 5
maior que 5. Se fosse p = 5g + 3, entao
6p? +1=6(5g+3)*+1
=6(25¢° +30g+9) +1
=150¢° + 180g + 54 + 1
= 150¢% + 180q + 55
=5(30¢° + 36 + 11),
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novamente um multiplo de 5 maior que 5. Finalmente, se
p = bq + 4, entao

4p* +1=4(5¢ +4)* + 1
=4(25¢% +40q + 16) + 1
= 100¢% + 160g + 64 + 1
= 100¢% + 160q + 65
=5 (20¢” +32¢ +13) .

Também nesse caso, 4¢% + 1 néo seria primo.

Assim, concluimos que a tnica alternativa para a qual p,
4p% + 1 e 6p? + 1 podem ser primos é r = 0, ou seja, p'= 5q.
Desse modo, como p é primo, temos p = 5, 4p% 4+ 1 = 101 e
6p2 + 1 = 151. Por fim, nao é dificil verificar que 101 e 151
sao realmente primos. O

Exemplo 9. Mostre que existem infinitos primos que deizam
resto 5 quando divididos por 6. Em outras palavras, eristem
infinitos primos da forma 6q +5.

Prova. Iniciamos observando que, ao dividir um ntimero
inteiro qualquer por 6, os possiveis restos formam o conjunto
{0,1,2,3,4,5}. Assim, todo ntimero inteiro pode ser escrito
de exatamente uma-das seguintes formas: 6¢q, 6 + 1, 6¢ + 2,
6q + 3, 6g + 4 ou 6g 4 5.

Observamos, ainda, que os nimeros inteiros maiores que
2 que podem ser escritos de uma das formas 6g = 2 - 3¢,
6g+2=2(3g+1) e 6g+4 = 2(3¢+2) sdo compostos — pois
sao multiplos de 2 —, assim como os inteiros maiores que 3
que podem ser escritos da forma 6q + 3 = 3(2¢ + 1) — pois
sao multiplos de 3.

Portanto, para qualquer niimero primo p maior do que 3,
temos que p = 6¢ + 1 ou p = 6k + 5.

Agora, vamos supor que existe somente uma quantidade
finita de primos da forma 6g+5, digamos, p1 = 5,p2,ps, - . . ,Dr,
e considere o nimero n = 6paps3 ..., + 5.

Veja que n é impar, logo, possui apenas fatores primos
impares. Contudo, p; = 5t n (pois 5t 6paps ...p,) e tam-
pouco nenhum dos primos p;, com 2 < ¢ < r, divide n (pois,
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do contrario, p; dividiria a diferenga n — 6paps . .. p;, isto é,
p; dividiria 5; logo, teriamos p; = 5, 0 que, por sua vez, seria
uma contradigdo). Evidentemente, também temos que 3 { n.

Portanto, pelo Lema de Euclides, n poderia ser escrito
como um produto de primos da forma 6q + 1. Entretanto, o
produto de ntimeros da forma 6g + 1 também tem é da forma
6g + 1; realmente, se g1 e go sdo inteiros positivos, entao

(6g1 +1)(6g2 + 1) = 36q1g2 + 6¢1 + 6g2 + 1
=6(6g1q2+q1 +q2) +1
= 6g0 + 1,

em que ¢o = 6¢1¢2 + ¢1 + ¢2 € Z.

Chegamos, entao, a uma contradi¢ao: ‘por um lado, n =
6q+5; por outro, n = 6¢’ +1. Concluimos, assim, que existem
infinitos primos da forma 6q + 5. O

Observacdo 10. O ezemplo [§ é um caso particular de um
importante teorema sobre o distribuicao dos nimeros primos
ao longo dos naturais, conhecido como Teorema de Dirichlet.
Ele afirma que, se a e b sao numeros inteiros positivos primos
entre si, isto é, mde(a,b) = 1, entdo a progressao aritmética
an = a+ nb contém infinitos primos.

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessées de 50min para
expor o conteiido deste material. Se os alunos ja estiverem
familiarizados com o Algoritmo da Divisao, esse tépico pode
ser omitido e a aula pode ser iniciada a partir dos exemplos.

Recomendamos que os professores deixem os alunos re-
fletirem sobre os exemplos apresentados por alguns minutos,
antes de explicarem as solugbes. Ressaltamos a importancia
de que os alunos tentem encontrar as solugdes por meios
prorpios. Por outro lado, ainda que eles nao as encontrem, ou
apresentem uma solugdo errada, esse processo é fundamental
para a aprendizagem.
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Idealmente, apresente aos alunos outros exemplos que
possam ser resolvidos com a mesma ideia apresentada no
exemplo [f] Uma possibilidade é pedir que encontrem p,
sabendo que p, p+10 e p+ 14 sdo nldmeros primos. Outro caso
particular do Teorema de Dirichlet que pode ser apresentado
aos alunos é o seguinte: mostre que existem infinitos primos
que deixam resto 3 quando divididos por 4; ou seja, mostre
que hé infinitos primos da forma 4q + 3.

A demonstracao do Teorema de Dirichlet foge do escopo
desse material. Contudo, para o leitor interessado; o caso
a = 1 admite uma demonstracao mais simples, que pode ser
lida na referéncia [1]; para o caso geral, veja [2].
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