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Nesta aula, veremos a definigao de piramide e estudare-
mos seus principais elementos. Aprenderemos, também, a
calcular o volume de piramides.

1 Definicao de piramide

Embora ja tenhamos falado sobre piramides na aula ante-
rior (sobre volumes e o principio de Cavalieri), ainda néo
demos uma definigao formal desse objeto. Faremos isso
nesta secao.

Vamos apresentar a piramide como um andalogo tridi-
mensional do triangulo. Para isso, vamos procurar, pri-
meiramente, uma definicao de triangulo que possa ser ge-
neralizada para dimensoes maiores.

Se A, B e C sao trés pontos nao colineares, para cada
ponto P pertencente ao segmento de reta AB, considere-
mos o segmento C'P. A unifo desses segmentos é uma
regiao do plano chamada de trigngulo de vértices A, B e
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Figura 1: o ponto P se move ao longo do segmento AB,
indo de A para B. O segmento C'P, de tamanho varidvel,
cobre o triangulo ABC.

Isso significa que um triangulo, visto como uma regiao
do plano, é a parte do plano varrida por um segmento
CP, onde o ponto P percorre um segmento de reta AB
(Figura[L).

Por vezes, é conveniente chamar de triangulo apenas a
uniao dos segmentos AB, AC' e BC, ou seja, a parte da
regido formada pelo segmento AB e pelos segmentos C' P
quando P ocupa os extremos A ou B do segmento AB,
somente.

1Pode ser mostrado que obtemos exatamente os mesmos pontos
se fizermos o ponto @ (resp. R) variar ao longo de BC' (resp. AC) e
tomarmos a unido de todos os segmentos AQ (resp. BR).

Vamos, agora, fazer uma construgao analoga no espago.
Seja A1 As...A, um poligono convero contido em um
plano « e seja B a regiao limitada do plano « delimitada
por esse poligono, incluindo o préprio poligono. Consi-
deremos um ponto V' néo pertencente ao plano a (veja
a Figura . A uniao de todos os segmentos VP, com
P € B, é um sdlido, que chamamos de piramide. Se
P percorre apenas o poligono A;As ... A,, a unido dos
segmentos V P determina uma superficie L, formada pela

uniao dos tridngulos VA;A; 41, com i € {1,...,n— 1}, e
VA,A,.
v
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Figura 2: o ponto P se move na regiao limitada do plano
«, delimitada pelo poligono A1 As ... A,. O segmento V P,
de tamanho variavel, preenche a piramide VA As ... A4,,.

Por vezes, é conveniente chamar de piramide apenas
a uniao das superficies L e B. A superficie L é cha-
mada de superficie lateral da pirdmide e B é chamada
de base da piramide. O poligono A3 A5 ... A, que de-
limita a base B é chamado de poligono da base. O
ponto V é dito o vértice da pirdmide. Os segmentos
VA;, com i € {1,...,n} sdo chamados de arestas late-
rais da piramide. Finalmente, os segmentos A;A;;1, para
i{1,...,n— 1}, e A, Ay, sdo ditos as arestas da base da
piramide.

Devemos notar, ainda, que a superficie lateral de uma
piramide é formada por tridngulos. Cada um desses
triangulos é uma face lateral da piramide.

A distancia entre o vértice V e o plano « da base da
piramide é a altura da piramide.

A natureza de uma piramide é determinada pela na-
tureza de sua base, isto é, dizemos que uma piramide é
triangular, quadrangular, pentagonal, hexagonal etc., con-
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forme sua base seja, respectivamente, um triangulo, um
quadrilatero, um pentagono, um hexagono etc.

Suponhamos que o poligono da base de uma piramide
seja regular, com centro O, e que VO seja perpendicular
ao plano da base. Neste caso, dizemos que a piramide é
regular.

Os tridngulos que formam a superficie lateral de uma
piramide regular sao todos isésceles e congruentes entre si
(veja a Figu. Para verificar isso, vejamos, primeira-
mente, que OA; = OA; para todos 4,5 € {1,...,n}, por-
que o poligono da base é regular e O é seu centro. Dessa
forma, os triangulos retangulos OV A; e OV A; sao congru-
entes, para quaisquer 4,j € {1,...,n}, pois o cateto OV é
comum a todos e o outro cateto tem a mesma medida em
cada par de tridangulos. Portanto, todas as arestas laterais
de uma piramide regular sao congruentes. Em particular,
duas arestas laterais consecutivas sao congruentes, o que
implica que cada triangulo da superficie lateral da piramide
é isésceles. Por fim, como as arestas da base tém todas a
mesma medida, os tridngulos da lateral da piramide sao
todos congruentes.

A; A

Figura 3: os triangulos da superficie lateral de uma pira-
mide regular sao todos isdsceles congruentes entre si.

Em uma pirdmide regular, a altura de qualquer uma de
suas faces laterais é chamada de apétema da piramide. Na
Figura[d] M é ponto o ponto médio de uma das arestas da
base da piramide. O apétema da piramide é a, = VM, sua
altura é h = VO, e o apétema da base é a, = OM. Como
o triangulo VOM é retangulo, o teorema de Pitdgoras for-

nece a relacgao oM’ + VO = VM27 ou seja,

a%+h2 = az. (1)

Figura 4: altura, apétema da base e apétema da piramide.

O exemplo a seguir exercita os conceitos apresentados
até aqui.

Exemplo 1. O produto da altura de uma pirdmide hexa-
gonal regular pelo comprimento da aresta da sua base é
igual a 4. Se a drea total dessa piramide ¢ 36 cm?, cal-
cule a diferenca entre a drea lateral e a drea da base dessa
piramide.

Solucao. Chamemos de Ag e A, a drea da base e a area
lateral da piramide, respectivamente. Se a; é o apdtema
da base dessa piramide e £ é o comprimento da aresta da
base, entao
Qyp - Y4
2

Ap=6- =3ay - ¢,

pois a base é um hexdgono que pode ser decomposto em
seis triangulos de base ¢ e altura a,. De modo similar,
temos

ap -4

AL =6- 5

= 3ap - 4,

pois a superficie lateral da piramide é composta por seis
triangulos de base £ e altura a,.

2 _

Da relagao a; = a% + h?, segue que

A} =907 - a2 = 90%(aj + h°)
=90% . a} + 90 - h?
= A% +9(¢h)%.

Como ¢h = 4, temos A2 = A% + 144, ou seja, (AL —
Ap)(Ar + Ag) = 144. Por fim, de Ap + Ag = 36cm?,
obtemos

O

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



2 O volume da piramide via Prin-
cipio de Cavalieri

Neste mesmo médulo, na aula sobre volume e o principio
de Cavalieri, calculamos o volume da piramide, seguindo o
que Euclides expoe no classico Os Elementos.

O passo essencial para o calculo do volume da piramide
estd na Proposicao 5 do livro XII d’Os FElementos, onde
Fuclides demonstra que piramides de mesma altura e que
tém bases com mesma drea tém o mesmo volume (Teorema
8 da aula sobre volumes e o Principio de Cavalieri).

De posse desse resultado Euclides demonstra, na Pro-
posi¢ao 7 do livro XII, que uma pirdmide triangular tem
volume igual a um terco do volume do prisma de mesma
altura, cuja base tem mesma area. Esse resultado também
estd demonstrado na aula sobre volume e Principio de Ca-
valieri (Corolério 9).

Nesta secao, usaremos o Principio de Cavalieri para de-
monstrar que duas pirdmides (ndo necessariamente trian-
gulares) de mesma altura e cujas bases tém mesma drea
tém mesmo volume. Para tanto, necessitaremos do resul-
tado constante da observacao a seguir, a qual pode ser
verificada de modo simples.

Observacao 2. Se P € um poligono plano, entdo existe um
triangulo cuja drea € igual a drea de P.

Agora, seja VA1 As ... A, uma piramide com vértice V,
altura h e base poligonal A;As...A, (veja a Figura [5).
Considere também uma piramide triangular de vértice U e
base ABC, tal que o triangulo ABC' tem a mesma area que
o poligono A;As... A, (isso é possivel, pela observacao
acima). Suponha, ainda, que as duas piramides tém a

mesma altura.

Figura 5: cortes de duas piramides por um plano paralelo
ao plano a que contém suas bases.

Posicione as duas piramides conforme mostrado na Fi-
gura o} isto é, com as duas bases contidas em um mesmo
plano «a e as duas piramides contidas em um mesmo semi-
espago em relagdo a a. Um plano 3 paralelo a « (e que nao

estd desenhado na Figura[5]), intersecta a piramide de base
triangular em um tridngulo A’B’C’ e a outra piramide em
um poligono Aj A5 ... Al,. A seguir, vamos provar a se-
guinte afirmagao:

O tridngulo A’B'C’ e o poligono Aj A, ... Al tém a
mesma area.

Sejam O e P, respectivamente, as projecoes ortogonais
dos vértices V' e U sobre o plano «, de modo que VO e
UP sejam perpendiculares a o (veja novamente a Figura
[). Sejam O’ e P’ as intersecoes de VO e UP com o plano
8. Se A; é um dos vértices do poligono A1As...A,, o
vértice A! correspondente a A; no poligono A} AL ... Al é
a intersecao de V' A; com f.

Como f é paralelo a «, os triangulos retangulos VOA;
e VO’ A} sao semelhantes, com

va,_Vo _, @
VA, VO

onde k é a razao de semelhanca entre esses dois triangulos.
Observe que a proporcao independe da escolha de i.
Em particular,

VAl W . VAi_H

(3)

VA, VO VAL,

Como (veja a Figura @ os triangulos VA;A;41 e
VAjA], | compartilham o angulo ZA;V A1 e os lados ad-
jacentes a esse angulo comum sao proporcionais, temos que
esses dois triangulos sao semelhantes, com a mesma com
razao de semelhanga k para todo 1.

Ai+1 A

Figura 6: os triangulos V. A; A; 41 e VAJA], sdo semelhan-
VO

tes na razao k = o
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Isso significa que os dois poligonos A1As...A, e
AjAL ... Al tém lados correspondentes proporcionais.
Mais ainda, tragando os segmentos OA; e O'A}, para
i = 1,...,n, dividimos tais poligonos em triangulos se-
melhantes, com razao de semelhanca k. Com isso, pode-
mos concluir que, se S e S’ sao as areas de A1 Ay... A, ¢
AL AL ... Al respectivamente, entdo S/S" = k2.

Exatamente o mesmo procedimento pode ser repetido na
piramide VABC, fornacendo a relagio R/R’ = (%, onde R
e R' sao as dreas dos triangulos ABC e A’B'C" e £ é a
razao de semelhanga, dada por ¢ = g 5,.

Como as duas pirdmides tém a mesma altura, temos
UP =VO = h. Também, como O’ e P’ sao determinados
pelo mesmo plano f3, paralelo a «, temos que UP’ = VO'.

, =5 = Vo , igualdade que por sua vez
implica R/R' = ¢* = k* = S§/S'. Mas, como as dreas R e
S das bases das piramides s&o iguais, temos: R’ = S".

Podemos, agora, aplicar o Principio de Cavalieri (veja
a aula Volumes e o Principio de Cavalieri, Teorema 10)
para concluir que as duas piramides tém o mesmo volume.

A partir deste ponto, basta repetir o que ja estd feito na
aula sobre volumes jé citada, particularmente o Corolario
9, onde é provado que o volume de uma pirdmide é um
terco do volume do prisma de mesma base e altura. Veja,
em particular, a Figura 7 daquela aula, onde est4 ilustrada
uma maneira de se dividir um prisma em trés piramides
de mesmo volume. Vamos repetir aqui apenas a expressao
do volume de uma piramide: se a drea de sua base é S e
sua altura é h, entao seu volume é

1

Particularizando nossa discussao um pouco mais, cha-
mamos uma piramide triangular de tetraedro. Mais par-
ticularmente ainda, se todas as faces de um tetraedro fo-
rem congruentes, entao o chamamos de tetraedro regu-
lar (veja a Figura. Observe que esse é um conceito mais
restritivo do que o de piramide triangular regular, que é
uma piramide tendo por base um triangulo equilatero e tal
que a projecao do vértice da piramide sobre o plano da
base coincide com o centro. Entretanto, ambos os termos
sao consagrados pelo uso. A superficie do tetraedro regular
é formada por quatro triangulos equilateros congruentes.

Terminamos esta aula com um exemplo que usa o con-
ceito de volume para estabelecer uma propriedade curiosa
dos tetraedros regulares.

Exemplo 3. Seja P um ponto pertencente ao interior do
tetraedro reqular ABCD, ou seja, um ponto pertencente
a regidgo limitada do espaco, delimitada pela superficie do
tetraedro.

(a) Mostre que a soma das distincias de P ds faces do
tetraedro € uma constante.

Figura 7: um tetraedro regular.

(b) Use o item anterior para encontrar o raio da esfera
inscrita no tetraedro regular.

Solucao. Sejam Py, P, P3 e P, as projecoes ortogonais do
ponto P sobre as quatro faces do tetraedro, como ilustrado
na Figura[g]

<

Figura 8: a esquerda, um ponto P no interior do tetrae-
dro ABC D, juntamente com as proje¢oes ortogonais desse
ponto sobre as faces. A direita, os segmentos em vermelho
particionam o tetraedro em quatro piramides triangulares
de vértice P.

A piramide ABCD pode ser dividida nas quatro
piramides triangulares menores PABC, PABD, PBCD e
PACD, todas com vértices em P e bases congruentes (Fi-
gura |8 & direita). A soma dos volumes dessas pirdmides é
igual ao volume do tetraedro. De acordo com a expressao
(4), se S é a area das faces do tetraedro e h é sua, entéo

1 1 1 1 1
gSh—ng1+§Sd2+§Sd3+§Sd4,

onde d1 = PP17 d2 = PP27 d3 = PPg (§ d4 = PP4 sao as
distancias de P até cada uma das faces. Simplificando a
igualdade acima, obtemos:

h=dy+ds+ds+ds. (5)
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Com isso, provamos que a soma das distancias do ponto
P as quatro faces do tetraedro regular ABCD é constante
e igual & altura do tetraedro, o que resolve o item (a).

Para o item (b), consideremos o caso particular em que o
ponto P é o centro da esfera inscrita no tetraedro regular.
Entao, a distancia de P as quatro faces do tetraedro é a
mesma e ¢é igual ao raio da esfera inscrita: dy = dy = ds =
dy = r. Logo, neste caso o item (a) fornece a igualdade
4r = h, da qual obtemos

_h

r=yq
Em palavras, o raio da esfera inscrita em um tetraedro
regular tem medida igual a 1/4 da altura do tetraedro. [J

Dicas para o Professor

A presente aula pode ser coberta em trés ou quatro en-
contros de 50 minutos.

A Segdo 2 complementa a Segdo 1 da aula Volumes e
Principio de Cavalieri. O resultado aqui demonstrado com
o auxilio do principio de Cavalieri, de que priamides de
mesma altura e com bases de mesma area tém o mesmo
volume, foi 14 obtido usando-se o principio da exaustao.

O principio da exaustao é o método utilizado por Eu-
clides, no seu classico livro FElementos para encontrar o
volume da piramide. A comparacao entre os dois métodos
pode ser de grande valia se vocé estiver trabalhando com
turmas mais avangadas.

O resultado provado nesta aula, de que a soma das
distancias de um ponto interior as quatro faces de um
tetraedro regular é constante, tem um analogo em di-
mensao dois: se P é um ponto no interior de um triangulo
equilatero, entao a soma das distancias de P aos trés lados
do triangulo é sempre igual a altura do tridangulo. Vocé
pode estabelecer uma conexao entre esse resultado e as co-
ordenadas baricéntricas, estudadas na aula Coordenadas,
Distancias e Razdes de Segmentos no Plano Cartesiano,
parte 2, no Médulo 1 de Geometria Analitica? E possivel
estender coordenadas baricéntricas para pontos do espago?

As referéncias elencadas a seguir trazem mais resulta-
dos e exercicios interessantes sobre piramides, de variados
graus de dificuldade.
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