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1 O Principio Fundamental da
Contagem

Frequentemente estamos interessados em contar o niimero
de maneiras em que determinadas agoes podem ser exe-
cutadas. De quantas maneiras podemos nos vestir? De
quantas formas podemos viajar de uma cidade para outra?
De quantas formas podemos combinar as opc¢oes de comida
para montar o carddpio de um jantar? Uma maneira sim-
ples de contar é fazer uma lista com todas as possibilidades
e conta-las uma a uma. Contudo, isso é pouco eficiente e
é muito comum que o numero de possibilidades seja tao
grande que isso se torna até impossivel. Por exemplo, de
quantas formas podemos escolher as trés letras e os qua-
tro niimeros para montar uma placa de carro? Ou como
calcular o niimero de maneiras de preencher um cartao da
Mega-Sena?

H& métodos eficientes de realizarmos esses tipos de con-
tagens, e apresentaremos alguns deles ao longo desta e das
préximas aulas. A grande maioria desses métodos baseia-
se, direta ou indiretamente, no chamado “Principio Fun-
damental da Contagem”. Comecemos com um exemplo
ilustrativo desse principio.

Digamos que vocé possui 3 camisas e 2 calgas sociais.
De quantas maneiras diferentes vocé pode se vestir (esco-
lhendo exatamente uma das camisas e uma das calgas)?
Veja que vocé vai executar duas agoes: (i) escolher a ca-
misa; (ii) escolher a calga. A agdo (i) pode ser executada
de 3 maneiras diferentes e, para cada uma dessas maneiras,
vocé poderd executar a acao (i) de 2 maneiras diferentes.
Dessa forma, o nimero total de maneiras de executar am-
bas as agoes serd 3 -2 = 6. Uma método simples para
visualizar todas as possiveis sequéncias de acdes ou esco-
lhas tomadas é construindo uma arvore de decisao, como
a da Figura no nivel zero, também chamado de raiz
da arvore, ainda nao tomamos qualquer decisao; no pri-
meiro nivel indicamos as possiveis escolhas para a camisa
e, no segundo nivel, indicamos as opgoes de calca para cada
uma das possiveis camisas escolhidas no primeiro nivel. O
numero total de elementosno ultimo nivel indica a resposta
da pergunta inicial, ou seja, representa o total de maneiras
de executar a sequéncia de ac¢oes em questdo. Além disso,
cada caminho, da raiz até um elemento do ultimo nivel
corresponde a uma sequéncia de agoes que pode ser execu-
tada. Neste exemplo, temos 6 elementos no nivel final, o
que coincide com a resposta que haviamos dado anterior-
mente.

Observe que, ao desenhar uma &rvore de decisao,
também estamos listando todas as maneiras de realizar
as agoes. Mas estamos fazendo isso de uma forma organi-
zada. No exemplo a seguir, nao iremos desenhar a arvore
por falta de espago, mas sugerimos que o leitor a desenhe.

Exemplo 1. Para montar um sanduiche em uma lancho-
nete, o cliente deve escolher exatamente um tipo pdo, um

i : Uma &arvore de decisao na qual se considera duas
Figura 1: U de d 1 dera d
perguntas: (i) “qual camisa vestir” e (ii). “qual calga vestir”
(ap6s escolher a camisa):

tipo de carne e um tipo de queijo. Sabe-se que existem trés
opgoes para o pao (baguete, pao de forma ou pdo drabe),
duas opgées para a carne (hambirguer ou frango) e trés
opgoes para o queijo (mussarela, cheddar ou sui¢o). Cal-
cule quantos sanduiches diferentes é possivel montar?

Solucao. Veja que o cliente precisard tomar 3 decisoes:
(i) escolher o tipo de pao; (ii) escolher o tipo de recheio;
(iii) escolher o tipo de queijo. H4 3 possibilidades para a
escolha do pao e, para cada uma delas, ha 2 possibilidades
para a escolha da carne. Além disso, agora, para cada uma
dessas 2 - 3 possibilidades para escolha de pao e carne,
hé ainda 3 possibilidades para a escolha do queijo. Isso
totaliza (2-3)-3 = 18 maneiras de montar o sanduiche. [

O Principio Fundamental da Contagem generaliza os ra-
ciocinios acima para situacoes onde duas ou mais agoes ou
escolhas precisem ser executadadl}

Se desejamos executar uma sequéncia de n
acoes, onde a primeira acao pode ser execu-
tada de m; maneiras, a segunda de msy ma-
neiras e assim sucessivamente, até que a n-
ésima agao pode ser executada de m,, manei-
ras, entao o nimero total de maneiras de exe-
cutar essa sequéncia de agoes é igual ao pro-
duto mims ... m,.

Devido & sua prépria formulagao, o Principio Funda-
mental da Contagem também é, muitas vezes, chamado de
Principio Multiplicativo.

Veja que, no Exemplo [} tivemos que realizar 3 agoes,
portando n = 3. Além disso, tinhamos que m; = 2, mg =
3 e m3 = 3, e portanto o niimero total de maneiras de reali-
zar todas as agoes (e montar o sanduiche) é, pelo Principio

I1No que segue, nos referiremos ao passo n de uma sequéncia de
agdes como 0 n—€simo passo.
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Fundamental da Contagem, igual a mimomg = 2-3-3 = 18,
conforme haviamos calculado anteriormente.

Uma dica importante: para realizar uma contagem qual-
quer, uma estratégia interessante é nos colocarmos na
posicao da pessoa que estd realizando as agoes ou esco-
lhas envolvidas. E, no caso em que queremos contar o
ntimero de objetos de um certo conjunto, devemos sempre
nos perguntar qual a sequéncia de agoes que devemos rea-
lizar para construir ou selecionar, de maneira tunica, cada
um dos possiveis objetos do conjunto. Por exemplo, para
montar o sanduiche do exemplo anterior, as acoes eram:
escolher o pao, escolher a carne e escolher o queijo.

No exemplo a seguir, ja temos uma situagao onde é im-
praticavel listar todas as solugoes, ou mesmo desenhar toda
a arvore de decisao (mas ainda é possivel imagina-la).

Exemplo 2. De quantas formas podemos escolher os
simbolos de uma placa de carro, sabendo que ela deve ser
composta por 3 letras (escolhidas de um alfabeto com um

total de 26 letras) e 4 digitos (cada um no intervalo de 0
a9)?

Solugao. Vamos nos colocar na posicao de alguém que
estd montando a placa. Para monté-la é preciso fazer sete
acoes independentes. As acgbes consistem em escolher qual
serd: (1) a primeira letra, (2) a segunda letra, (3) a ter-
ceira letra, (4) o primeiro digito, (5) o segundo digito, (6)
o terceiro digito, (7) o quarto digito. Se my, ma, ..., mz
denotam as quantidades de simbolos disponiveis para rea-
lizarmos as agoes 1, 2, ..., 7, respectivamente, entao temos
que mp = mg = mg = 26 e my = ms = mg = my = 10.
Dessa forma, pelo Principio Fundamental da Contagem, o
numero total de maneiras de executar todas essas escolhas
é igual a myms...my = 263 - 10* = 175.760.000. O

Observe que, para usar o Principio Fundamental da Con-
tagem, precisamos organizar as agoes ou escolhas que de-
vemos tomar ou fazer de modo que seja possivel calcular
facilmente o nimero de maneiras de executar a i-ésima
acgao (nas notagoes do exemplo acima, o valor de m;), sem
que esse nimero dependa das escolhas executadas anteri-
ormente. Fizemos isso jd no Exemplo [2| quando o ntimero
de possiveis escolhas para a segunda letra nao dependeu da
primeira letra escolhida, e assim sucessivamente. Vejamos
outras situagoes, cada vez mais elaboradas.

Exemplo 3. Quantos sio os nimeros naturais de 200 a
999, tais que todos os seus algarismos:

(a) pertencem ao conjunto A ={1,4,7,9}¢
(b) pertencem ao conjunto A ={1,4,7,9} e sao distintos?

Solucao. (ED Para formar o niimero de 3 algarismos preci-
samos tomar apenas 3 decisoes: (i) qual sera seu algarismo
da casa das centenas, (ii) qual serd seu algarismo da casa
das dezenas, (iii) qual serd seu algarismo das unidades.

Como devemos montar um numero de 200 a 999, seu al-
garismo das centenas nao podera ser igual a 1; e, como
todos os algarismos devem pertencer ao conjunto A, te-
mos apenas trés possiveis valores (4, 7 ou 9) para o digito
da centenas. Assim, m; = 3. Por outro lado, os digitos
das dezenas e das unidades podem ser quaisquer elementos
de A, de forma que ms = mg = 4. Logo, pelo Principio
Fundamental da Contagem, a quantidade de maneiras de
formar um nimero com as propriedades indicadas é igual
amimomg =3-4-4=48.

@ Vejamos, agora, como responder a segunda pergunta.
Temos que tomar as mesmas decisdes (i), (ii) e (iii) do item
anterior, com a restrigao adicional de que nao podemos es-
colher um mesmo algarismo duas vezes. A arvore de de-
cisao da Figura [2| indica todas as possiveis escolhas para
cada algarismo; a partir dela, podemos facilmente obser-
var que existem 18 possiveis valores para o nimero pedido
(um valor correspondendo a cada caminho, da raiz ao nivel
final). Mas, gostariamos de resolver esse problema dire-
tamente, usando o Principio Fundamental da Contagem.
Para tanto, veja que, como antes, temos m; = 3 possiveis
escolhas para o algarismo das centenas. Entretanto, ao
escolhermos o algarismos das dezenas, temos que tomar
o cuidado para que esse algarismo seja diferente do alga-
rismo das centenas, agora jé escolhido. Sendo assim, dos 4
possiveis elementos de A, apenas 3 deles podem ser usados
(temos que descontar aquele elemento que jé foi escolhido
como algarismo das centenas!). Portanto, my = 3. Prosse-
guindo com esse raciocinio, vemos que existem 2 possibi-
lidades para o algarismo das unidades, pois este deve per-
tencer a A e deve ser diferente dos outros dois algarismos ja
escolhidos. Logo, m3 = 2. Concluimos, entao, que a quan-
tidade de nimeros que podemos formar é 3-3-2 =18. [

Observe na Figura [2] que, apds escolhermos o algarismo
das centenas (4, 7 ou 9), os 3 possiveis algarismos que ainda
podem ser usados na casa das dezenas mudam, de acordo
com o algarismo escolhido para as centenas (e cuja escolha
nao pode ser repetida). Nao hd qualquer problema com
isso, mas é muito importante que, em cada caso, a quan-
tidade de escolhas permanece a mesma. Ou seja, o valor
de my é igual a 3, independentemente de qual nimero seja
escolhido para as centenas. Do mesmo modo, o nimero
de possiveis escolhas para o algarismo das unidades é sem-
pre 2. Por isso, mg = 2. E essa constincia do nimero de
possibilidades que nos permite utilizar o Principio Multi-
plicativo.

2 Tente nao adiar dificuldades!

O titulo dessa secao é talvez o melhor conselho que vocé
pode receber ao tentar resolver um problema de contagem.
Mas o que queremos dizer com isso, exatamente? Como
vimos na secao anterior, ao realizar uma contagem nds
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Figura 2: Uma &rvore de decisdo com trés niveis. O caminho
marcado da esquerda para a direita indica uma das 18 possiveis
escolhas para o nimero do item (]ED do Exemplo Nesse cami-
nho, tomamos o nimero 4 como algarismo da casa das centenas,
0 9 para a casa das dezenas e o 1 para as unidades, de forma
que montamos o nuimero 491.

devemos listar uma sequéncia de agoes ou escolhas que de-
terminam os objetos a serem contados. Nosso conselho é:
sempre que possivel, realize primeiro as agoes mais dificeis,
ou seja, aquelas que estao sujeitas a um maior nimero de
restrigoes. Ao realizar uma contagem, pequenas dificulda-
des podem rapidamente se tornar grandes problemas.

Isso é exatamente o que vinhamos fazendo ao longo da
dltima segao, mas nao haviamos ainda chamado explicita-
mente a atengdo do leitor. Considere, por exemplo, no-
vamente o problema, do Exemplo |3 item (]E[) Em nossa
solugao, decidimos escolher primeiro o algarismo das cen-
tenas, em seguida o das dezenas e por fim o das unidades.
O motivo pelo qual fizemos isso nao foi simplesmente pelo
fato desta ser a ordem natural de se escrever um numero.
O motivo foi porque, em nosso problema, a escolha do al-
garismo das centenas era a mais restrita: lembre-se de que,
além de ser diferente dos demais, ele nao podia ser igual a
1.

Como um rapido exercicio, vejamos o que teria acon-
tecido se tivéssemos tentado construir nosso nimero esco-
lhendo primeiro o digito das unidades, seguido pelo das de-
zenas e, depois, o das centenas. Executando as agoes nessa
ordem, a unica restricao sobre o digito das unidades é que

ele deve pertencer ao conjunto A = {1,4,7,9}. Logo, ha
quatro possiveis escolhas para ele, ou seja, m; = 4. Feito
isso, ha trés possibilidades para o algarismo das dezenas
(pois ele deve pertencer a A e deve ser diferente do alga-
rismo das unidades). Logo, ms = 3. Mas quantas possiveis
escolhas temos, agora, para o algarismo das centenas? A
resposta é: depende! Tal algarismo deve ser diferente de 1
e diferente dos dois algarismos ja escolhidos. Sendo assim,
caso o algarismo 1 ja tenha sido usado, temos dois possiveis
valores sobrando para o algarismo das centenas; por outro
lado, caso o 1 nao tenha sido escolhido, temos apenas um
possivel valor (pois o algarismo das centenas deve ser dife-
rente de 1, diferente do algarismo escolhido para as unida-
des e diferente do escolhido para as dezenas). Dessa forma,
nao é possivel definir um valor para ms e, portanto, ndo
podemos usar o Principio Multiplicativo. Ainda assim, po-
demos terminar de resolver o problema analisando o que
acontece caso a_caso com uma arvore de decisdao, como
na Figura 3] Pela drvore; vemos que existem 18 possiveis
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Figura 3: Outra drvore de decisdo que resolve a pergunta do
Exemplo [3] item (b). Agora, escolhemos primeiro o digito das
unidades, seguido do digito das dezenas e, por fim, do das cente-
nas. Dessa forma, o caminho marcado corresponde ao nimero
491. Veja que essa escolha torna a arvore menos regular.

nimeros, mas essa solugao é bem mais dificil que a ori-
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ginal. Em situagoes mais complicadas, talvez sequer seja
possivel terminar de realizar a contagem se escolhermos de
maneira errada por onde comecar.

Vejamos um exemplo bastante interessante do tipo de
situacao descrita acima.

Exemplo 4. Quantas sao as sequéncias (a1, as,...,a7), de
numeros naturais distintos e tais que, para cada i de 1 a
7, tenhamos i < a; <97

Solugao. Vamos contar a quantidade de tais sequéncias
calculando, para cada ¢ = 1,2,...,7, a quantidade de va-
lores que a; pode assumir. Lembre-se de que a1, aso, ..., ar
devem ser distintos; portanto, os valores que a; pode assu-
mir dependerao de quais outros valores ja foram atribuidos
para as variaveis ja escolhidas. Precisamos, entao, esco-
lher uma ordem para as escolhas que iremos realizar (ou
seja, decidir qual a; escolheremos primeiro). Veja que a
varidavel com o conjunto de possiveis valores mais restrito
é a7 (como deve ser 7 < ay <9, ay s6 pode ser igual a 7, 8
ou 9), seguida pelas varidveis ag, as, ..., a1, nessa ordem.
Sendo assim, essa sera a ordem que utilizaremos para as
escolhas.

Como acabamos de ver, existem 3 possiveis valores para
a7. Tendo escolhido a7, veja que, dos 4 valores inicialmente
disponiveis para ag, um ja foi usado por a7 (pois {7,8,9} C
{6,7,8,9}). Logo, temos apenas 3 possiveis valores ainda
disponiveis para ag. De modo andlogo, ao escolher as,
dos 5 valores inicialmente disponiveis, um deles foi usado
por ag e outro por a; e, portanto, ha apenas3 valores
ainda disponiveis para as. Seguindo esse raciocinio, vemos
que hé apenas 3 valores disponiveis para cada uma das
varidveis seguintes, no momento de suas escolhas. Dessa
forma, m; = ... = my = 3 e, pelo Principio Fundamental
da Contagem, concluimos que hé um total de 37 = 2187
escolhas para a sequéncia de varidveis (ayyas,...,a7). 0O

E instrutivo analisar o que aconteceria se tentassemos es-
colher primeiro o valor de aq, seguido por as, ..., ar, nesta
ordem. O inicio é facil: como nenhum outro valor foi es-
colhido, a; poderia assumir qualquer valor de 1 a 9; por-
tanto, ha 9 possiveis escolhas para a1, ou seja, m; = 9.
O problema surge agora: o nimero de possibilidades para
as depende do valor escolhido para ay. Se a; = 1, entao
ainda existirdo’8 possiveis valores para as (qualquer um
dos nimeros de 2 a 9); mas, se a; # 1, entdo uma das 8
possibilidades iniciais para as foi usa para a1, de modo que
restarao apenas 7 possiveis valores para as. Dessa forma,
nao conseguimos sequer definir o valor de ms.

Como veremos na se¢ao seguinte, a principio poderiamos
resolver o impasse a que chegamos no paragrafo anterior di-
vidindo o problema em dois casos e tratando cada caso se-
paradamente. Contudo, a cada nova variavel adicionada o
problema, ird ficar cada vez mais complicado: ao tentar es-
colher o valor de a;, o nimero de escolhas ainda admissiveis
para ele dependerd da quantidade de ntimeros de 7 a 9 que

ja foram utilizados por alguma das variaveis aq,...,a;_1.
A concluséo é: tentado resolver os casos mais simples pri-
meiro, acabamos criando um problema bem mais dificil
que o original. (Nesse caso, praticamente intransponivell)

3 Dividindo em casos

Ao realizar uma contagem, muitas vezes ocorre de nao
ser possivel aplicar diretamente o Principio Multiplicativo.
Isso acontece quando nossa arvore de decisao é assimétrica,
ou seja, quando a quantidade de ‘escolhas para um certa
acao muda de acordo com as agoes tomadas anteriormente
(como na Figura [3)). Em uma situacado como essa, um
otima ideia é tentar dividir o problema em varios casos.
Vejamos um exemplo.

Exemplo 5. Digamos que vocé deseja comprar um com-
putador, mas esta em duvida sobre qual marca, modelo e
cor ird escolher. Hd apenas duas marcas, que chamaremos
de Marca A e Marca B, pelas quais vocé se interessa. A
Marca’ A tem a disposicdo trés modelos e cada um desses
pode ser comprado em quatro possiveis cores. Jd a Marca
B oferece dois modelos, tais que, para cada um, hd duas
possiveis escolhas de cor. De quantas maneiras diferentes
vocé pode realizar a compra?

Solugdo. Veja que temos que tomar trés decisoes: (i) a
marca, (i) o modelo, (iii) a cor. Contudo, diferentemente
dos exemplos das se¢oes anteriores, nao é verdade que,
para cada possivel marca, o nimero de modelos e cores
disponiveis sera o mesmo. Aqui, o que podemos observar
é que o problema se divide naturalmente em dois casos:

(i) ou compraremos um computador da Marca A;
(ii) ou compraremos um computador da Marca B.

Se decidirmos comprar um computador da Marca A, te-
remos, pelo Principio Fundamental Contagem, 3 - 4 = 12
possiveis escolhas para o modelo e a cor. Ja se comprar-
mos um computador da Marca B, teremos, de forma seme-
lhante, 2 - 2 = 4 possiveis escolhas para o modelo e a cor.
Note que as agoes “comprar da Marca A” ou “comprar
da Marca B” nao irao ser executadas de forma sequencial.
Na verdade, elas sdo acoes excludentes (i.e., a op¢ao por
uma delas exclui a outra), de forma que iremos executar
exatamente uma delas: ou iremos comprar uma das 12
opcoes oferecidas pela Marca A ou uma das 4 oferecidas
pela Marca B. Sendo esse o caso, fica claro que devemos
somar os valores 12 e 4. O resultado é que existem 16
maneiras de realizar a compra. O

Podemos resumir a técnica adotada na solugao do exem-
plo anterior, conhecida como o Principio Aditivo, da
seguinte maneira.
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Ao dividir um problema de contagem em
casos, onde dentro de cada caso contamos
o numero de solugbes que nele se enqua-
dram e todas as solugoes se enquadram em
exatamente um dos casos, o numero total
de solugoes é igual a soma dos numeros de
solugoes de cada caso.

Veja que hé dois pontos bastante importantes ao parti-
cionar um problema em casos:

1. Toda solugdo possivel deve ser coberta por (i.e., deve
enquadrar-se em) algum dos casos. (Ou seja, vocé
deve certificar-se de que, com a divisao em casos que
escolheu, vocé contou todas as possiveis solugoes.)

2. Nao pode haver nenhuma solugao que seja coberta por
(i.e., se enquadre em) mais de um dos casos. (Ou
seja, a divisao em casos que vocé escolheu nao pode
contabilizar uma solugdo mais de uma vez.)

Em termos de conjuntos, o Principio Aditivo pode ser
enunciado como segue, onde escrevemos | X| para denotar
o nimero de elementos do conjunto (finito) X.

Proposicao 6. Se A e B sdo conjuntos finitos, sem ele-
mentos comuns, entio |AU B| = |A|+ |B|.

Uma habilidade importante para resolver problemas de
contagem é perceber quando devemos usar o Principio Adi-
tivo, quando usar o Principio Multiplicativo e, em especial,
como e quando podemos combinar ambos em uma solugao
(como fizemos no exemplo acima). Para isso, sugiro que o
leitor resolva alguns dos exercicios constantes do material
“Exercicios de Principios Bésicos de Contagem”.

4 Contando pelo complementar

Nesta se¢ao exploramos brevemente o seguinte fato curioso
e bastante util: muitas vezes, é maisfacil contar o niimero
de maneiras que certa situacao tem de nao acontecer do
que o numero de maneiras que ela tem de acontecer. Ou,
de forma semelhante, no lugar de contar diretamente o
ntumero de objetos de um: certo tipo, podemos tentar contar
primeiro o ntimero de objetos que nao sao desse tipo e,
em seguida, subtrair este valor do total de objetos (que
muitas vezes é fdcil de calcular); ao proceder assim, ainda
obteremos como resultado o niimero de objetos do tipo que
queriamos contar. Vejamos um exemplo dessa situagao.

Exemplo 7. No que seque, chamamos de palavra qualquer
sequéncia finita de letras, formadas usando nosso alfabeto
de 26 letras. Assim, para ser considerada uma palavra, a
sequéncia finita de letras nao precisa fazer sentido, ou seja,
ndo precisa ser encontrada num diciondrio de Portugués.
Por exemplo, “CASA”, “PERIPONGUE”, “TITANTNN”
s@o palavras. Calcule o nimero de palavras com cinco le-
tras, que possuem (pelo menos) duas letras consecutivas
1guaLs.

Solugao. Se tentarmos contar diretamente quantas pala-
vras desse tipo existem, nao é dificil perceber que o pro-
blema precisara ser dividido em muitos casos. Por exem-
plo, podemos considerar primeiro as palavras em que todas
as letras sao iguais, em seguida aquelas em que exatamente
quatro letras consecutivas sao iguais mas a quinta letra é
diferente, e assim por diante. Essa andlise seria extensa e
tediosa.

Como podemos, entao, realizar a contagem? Ora, é bem
mais simples contar o nimero de palavras com cinco. le-
tras que nao possuem a propriedade desejada; ou seja, o
numero de palavras de cinco letras nas quais quaisquer
duas letras consecutivas sao distintas. De fato, escolhendo
as letras uma a uma, temos que: ha 26 possibilidades para
a primeira letra e 25 possibilidades para cada uma das de-
mais quatro letras (uma vez que cada uma precisa ser dife-
rente apenas da letra-anterior a ela). Sendo assim, hd um
total de 26 - 25% palavras de cinco letras que sdo ruins (por
nao satisfazerem a propriedade originalmente pedida). Por
outro lado, o total de palavras com cinco letras (onde nao
impomos.qualquer tipo de restrigio) é, pelo Principio Fun-
damental da Contagem, igual a 26° (pois hd 26 possiveis
escolhas para cada uma das cinco letras). Para terminar,
basta ver que, se retirarmos do total de palavras com cinco
letras as palavras que sao ruins, o que sobrara serao as pa-
lavras que queremos contar. Assim, o nimero de palavras
que possuem a propriedade pedida no enunciado é igual a
26° — 26 - 25* = 1.725.126. O

Dicas para o Professor

O material aqui apresentado merece pelo menos trés
sessoes de 50min para ser discutido adequadamente. O
texto comecga com alguns exemplos bastante simples onde
seria possivel realizar a contagem listando todos os obje-
tos que satisfazem as condig¢bes do problema. Contudo, é
importante que esses exemplos sejam apresentados e resol-
vidos tanto através da formulacao dessa lista quanto com
o principio fundamental da contagem, ja que é nesse mo-
mento em que o aluno tem a chance de fazer uma ponte en-
tre a aplicacao abstrata do principio fundamental da conta-
gem e a situagao concreta exposta no problema. Também
neste momento, a arvore se decisdo surge como uma impor-
tante ferramenta para fortalecer a construgao dessa ponte.
Com ela podemos organizar sistematicamente os objetos
que haviam sido listados. Mesmo em situagdes em que
nao é possivel listar todos os objetos ou desenhar a arvore
inteira, é possivel imaginar a construgao da arvore.

Outro ponto muito importante é distinguir situacoes
onde podemos usar diretamente o principio fundamen-
tal da contagem daquelas em que é necessario aplicar o
principio aditivo, ou seja, dividir o problema em casos. E
comum que os alunos tenham dificuldade, especialmente
ao estudar problemas de contagem pela primeira vez, em
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distinguir quando as quantidades que surgem no decorrer
da solucao devem ser multiplicadas e quando elas devem
ser somadas. O professor deve estimular os alunos a pensa-
rem qual operacao deve ser usada antes de dar a resposta
para o problema. Assim, é importante também realizar
exemplos que envolvam ambas as operagoes. Além disso,
pode ser observado que, em situagoes futuras, as outras
operagoes aritméticas (incluindo subtracéao e divisao) serdo
necessarias.

Por fim, a Secao [4] apresenta uma ideia que apesar de
simples pode causar surpresa para muitos. Essa forma de
contagem muitas vezes acaba sendo esquecida durante a re-
solugao de problemas. Por isso, o professor deve ressaltar
a sua importancia, no sentido de que ela facilita enorme-
mente a resolucao de alguns tipos de problemas.

Observe que a referéncia [1] também contém vérios
exemplos, tanto de dificuldade igual quanto maior do que
os apresentados aqui, os quais vocé pode explorar de
acordo com a maturidade dos alunos da turma.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. P. C. P. Carvalho, A. C. de O. Morgado, P. Fernandez
e J. B. Pitombeira. Andlise Combinatéria e Probabi-
lidade. SBM, Rio de Janeiro, 2000.
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