Material Teérico - Médulo de Introducao ao
Calculo - Funcoes - Parte 1

Funcoes e Imagem - Parte 2
Topicos Adicionais

Autores: Profs. Angelo Papa Neto e
Tiago Caudla Ribeiro
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

08 de Julho de 2026

"7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



Nesta segunda parte da aula apresentamos alguns exem-
plos mais elaborados, referentes ao material discutido na
primeira parte.

1 Exemplos

Exemplo 1. Dentre todas as retas de equagdo x —y + ¢ =
0, com ¢ € R, encontre aquela(s) tangente(s) ao circulo
(z—2)+(y—3)2=1.

Solugao. Escrevendo y = x+ c e substituindo esta expressao
na equagao do circulo, obtemos uma equacao envolvendo
apenas a incoégnita x:

(z—22+(x+c—3)>2=1

Desenvolvendo o primeiro membro, obtemos a equacao qua-
dratica
22% 4+ 2(c — 5)z+(c —3)2+ 3 = 0. (1)

Evidentemente, essa equacao depende do parametro c.
Cada escolha de ¢ corresponde a uma das retas do feixe de
retas paralelas com equagoes x — y + ¢ = 0 (trés dessas retas
encontram-se esbogadas na Figura . Queremos descobrir
os possiveis valores'de ¢ para os quais a reta correspondente
seja tangente ao circulo dado.

A caracterizagao de reta tangente a um circulo que nos
interessa/ é a seguinte: na equagao ,

(1).se A < 0, a equacao nao tem solugoes reais, logo, a reta
T —y + ¢ = 0 ndo tem pontos em comum com o circulo
(um exemplo tipico é a reta ¢ da Figura [1));

(2) se A =0, a equagdo tem uma unica solugao real (com
multiplicidade 2), logo, a reta x — y + ¢ = 0 e o circulo
tém exatamente um ponto em comum, ou seja, a reta
é tangente ao circulo (uma de tais retas é a reta t da
Figura [1));
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(3) se A > 0, a equagao tem duas solugoes reais, logo, a reta
z —y+c=0 e o circulo tém dois pontos em comum e a
reta é secante ao circulo (uma de tais retas é a reta m

da Figura .

/

#

Figura 1+ a reta t é tangente ao circulo.

Assim, a férmula de Baskara para a solucao de equacoes
de segundo grau garante que a condicdo para que a reta seja
tangente ao circulo é que o discriminante

A =4(c—5)%—8((c—3)?+3)

da equagao seja igual a zero. Temos, entao, a equacao
4(c—5)2 —8((c—3)2+3) =0,

que, simplificada, é equivalente a

2 —2c—1=0.
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Logo, c =1 — V2 ouc =1+ 2 sao os valores de ¢ que
resolvem o problema. Voltando a equacao x —y + ¢ = 0,
concluimos que as retas dessa forma e tangentes ao circulo
séox—y+1—\/§=0ex—y+1+\/§:0. O

Exemplo 2 (AH MSEEI). Encontre os valores reais de k para
0s quais a fungio f: R\ {—1} = R, dada por

4z + kr + k
e

tenha como imagem a reta menos um intervalo da forma

(—L,L).

)

Solugao. Um nimero real y pertence a imagem de f se, e
s6 se, a equacao f(x) = y admite alguma solugdo, ou seja,
y pertence a imagem de f se, e somente se, a equacdo qua-
drética 42% + (k — y)z + (k — y).= 0 admite solucio real
(necessariamente distinta de —1). Se'A, for o discriminante
dessa equagao, temos

Ay=(k—y)?—4-4-(k—y) = (k—y)[(k —y) — 16].

Assim, y ndo pertence a imagem de f se, e s6 se, A, < 0,
sendo tal condigdo equivalente a 0 < k —y < 16, a qual, por
sua vez, significa que y € (k — 16, k).

Para que (k= 16, k) seja um intervalo simétrico em relacao
a origem, devemos. ter k — 16 = —k, logo, k = 8. O

Exemplo 3. FEsboce o grifico da fungio f: R\ {-1} = R

dada por f(z) = ;—fl

Solugao. Inicialmente, escrevemos, para x # —1,

2r _2+2-2 2e+l) 2 _ 2
x+1  z+1  z+1 x+1 x+1

A AHSME (American High School Mathematics Examination) foi
uma prestigiada competicio de matemaética, nos EUA, para estudantes
do Ensino Médio. Criado em 1950, o exame evoluiu e hoje é conhecido
como AMC 12 (American Mathematics Competitions). Ele serve como
o primeiro passo no processo de sele¢do para a equipe americana na
Olimpiada Internacional de Matematica.
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A partir dai, a fim de esbogar o grafico de f, podemos racio-
cinar da seguinte forma:

(1) Primeiro, tracamos o grafico de z +— L.
xT

(2) Em seguida, transladamos o grafico anterior uma unidade

para a esquerda, obtendo o grafico de x — %—H

(3) Continuando, alongamos o grafico anterior na direcao

vertical, pelo fator 2, obtendo o gréfico de x — %H

(4) Refletimos o resultado no eixo horizontal, obtendo z/+—
2
Tafl
(5) Por fim, transladamos o grafico refletido duag unidades

. 7 2 . 2z
para cima, obtendo o grafico de x — 2 — 57 = =5

O resultado final é a figura abaixo: O
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Figura 2: grafico de = — 2x/(z + 1).

Exemplo 4 (Putnam - 1946). Suponha que a fung¢do quadrdtica
f(x) = az® + bz + ¢ satisfaca a condicio

|z <1 =|f(z)l < 1.
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Considerando a funcio afim g(x) = 2ax + b, prove que
2| <1=g(x)] < 4.
Solugao. O leitor pode verificar que
<x+y> _fl@) - fy)
g 2 - 9
r—y

para quaisquer reais distintos x e y.
Se tomamos x = 1, y = 0 nessa relagdo, a hipdtese e a
desigualdade triangular permitem escrever

s = o (3)| = 17w - 100
<|FMI+[fOf <1+ 1= 2.

Um célculo completamente similar, considerando x =0, y =
—1, fornece |a — b = [g(—3)| < 2.

Portanto, pelas estimativas acima e por uma outra apli-
cacdo da desigualdade triangular, obtemos

2la| <la+bl+]a—bl <24+2=4,

de modo que |a| < 2

Para encerrar, observamos que a igualdade [—1,1] =
[—1,0] U [0, 1] assegura que, para todo z € [—1,1] e algum
zo € {—1/2;1/2}, temos |z — zo| < 1.

Se & = xg, os calculos que fizemos anteriormente garantem
que |g(zg)| < 2. Se x # xg, entdo

lg(z)] < |g(z) — g(zo)| + |g(z0)]

B ‘gm ~ glx0)

e ‘|z — 20| + |g(x0)|

1
§2\a|'§+|g(xo)\§2+2:4.

O proéximo problema é mais elaborado.
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Exemplo 5 (IMO - 2022). Determine todas as fungées f :
(0,400) — (0,+00) tais que, para cada x > 0, existe um
unico y > 0 satisfazendo

zf(y) +yf(z) <2 (2)

Solugao. A tnica funcéo satisfazendo as condi¢ées do enun-
ciado é a fungéo reciproca r : (0, 4+00) — (0,400), tal que
r(x) = 1/x para todo > 0.

A fungado r é uma solugao, pois, fixado z > 0, y = =
é o tnico nimero real positivo tal que zr(y) + yr(z) < 2.
Realmente, zr(y) + yr(z) = 2 se x = y; por outro lado, se
0 < y # z, entdo % # ¥ e a desigualdade entre as médias da
v Ty

=2.Y 2, | SN =
ery) +yr(e) =2 5 > 2, 1

Para encerrar, precisamos mostrar que qualquer funcao f
satisfazendo as condi¢oes do enunciado coincide com 7.

O fato de que para cada-a > 0 existe um tnico y > 0
satisfazendo ([2) permite definir uma fungao ¢ : (0, +o00) —
(0, +00) pela regra g(x) =y. Portanto,

zf(9(@)) +9(@)f(x) <2, (3)
enquanto
af(2) + 2f(z) > 2, (4)
para todo z> 0 e para cada 0 < z # g(x).
Substituindo x por g(z) em (3), segue que z = g(g(z)) é
a Unica solucao de

9(x)f(2) + 2f(9(x)) < 2.

Todavia, z = x também é uma solucao dessa inequagao por
. Logo,
glg(x)) ==z, Yz>0. (5)
Utilizando a relacao novamente, uma outra aplicacao
da desigualdade entre as médias fornece

Vag@ @ o) < LUDIDID) <y
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de sorte que
zg(x)f(x)f(g(x)) <1 (6)

para todo x > 0.

Afirmagio 1. g =1d, isto é, g(z) = x para cada x > 0.
Se fosse x # g(x) para algum z, poderfamos tomar x =
na relacao e obter zf(z) > 1. Como também vale g(x
x = g(g(x)), o mesmo raciocinio implicaria g(z)f(g(x)) >
Multiplicando essas duas desigualdades, chegariamos a

zg(x) f(x)f(g(z)) > 1,
contradizendo @

z
4
L.

Afirmagdo 2. f =r, ou seja, f(z) = + para.todoa > 0.
Pelas afirmacao 1 e desigualdade (|3)), obtemos

xf(z) <1, Yz >0. (7)

Se fosse f(z) # 1 para algum@ > 0, terfamos z¢ := ﬁ £ .
Daf, tomando z = zy em (), valeria

zf(zo) £ 1 =z f(ao) + 2o f(z) > 2,
ou, equivalentemente, f(zg) > % Contudo, por ,

o 1
1> zf(xg) > —=——21
. 4 Of( 0) T xf(x)_ )
o que é contraditério. Entao, a tnica possibilidade é termos
f(x) = I para todo z > 0, justificando a afirmacdo 2 e

encerrando a solugao. O

Dicas para o Professor

O material desta aula pode ser coberto em dois ou trés
encontros de 50 minutos cada.

Mais problemas envolvendo fungoes podem ser encontra-
dos na sugestao de leitura a seguir.
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Sugestao de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, vol.
3. Introducdo a Andlise. 3% ed. Colecao do Professor
de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2022.
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