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Continuaremos apresentando exemplos relacionados ao
material estudado nesse médulo. Desta feita, consideraremos
problemas envolvendo a noc¢ao de convexidade e a desigual-
dade de Jensen.

Exemplo 1 (USAMO - 2000, Problema 1). Dizemos que uma
funcdo f: R — R ¢ muito convexa se

S0 1) f(w;y> T r—- M

para quaisquer numeros reais x e y. Prove que ndo existe
nenhuma fun¢do muito convexa.

Solugao. Digamos que f seja uma funcdo muito convexa.
Defina g : R\ {0} — R pela regra g(x) = (f(z)— f(0))/z. Em
termos geométricos, g é a inclinacdo da reta secante ao grafico
de f que passa pelos pontos (0,f(0)) e (z,f(x)). Vejamos que

g(z) > g(—z)+4,, Y > 0. (2)

Com efeito, essa desigualdade se escreve como

f@) = KO) | f0) — f(=2)
x x
ou ainda,
que nada mais é do que (1f), ao se fazer y = —uz.
Por outro lado, para y = 0, a relagdo toma a forma
x)+ f(0
IO 5 paya) 4 1a),
ou melhor,
f(z) — f(0
T = O > (plas2) - f0)) + o).
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(Subtraia f(0) de ambos membros). Se dividirmos cada
membro da desigualdade anterior por x/2, chegaremos as
inequacgoes

F@) = 10) _ fa/2) - £(0)
x - x/2

+2, Va>0,

flx) = f(0) _ f(z/2) = f(0)
x - x/2

Portanto, vale

g(x) > g(x/2) +2 e g(—x) < g(—z/2) -2,

-2, Vx<O0.

para cada numero real positivo x. Dai, segue que

9(z) = g(=2) = g(x/2) — g(=»/2) +4,

para todo x > 0. Assim, fica facil, por indu¢do matemadtica,
estabelecer a seguinte desigualdade:

g(x) = g(—x) + 4n, (3)

para quaisquer x > 0'e n € N. De fato, a base de inducao con-
siste da relagdo , enquanto o passo de indugdo (admitindo
a validade de (3) para.um certo natural n) segue de

g9(@) =g(—x) = g(x/2) — g(—z/2) + 4
>dn+4=4(n+1),

em que a hipétese de indugdo foi utilizada com x/2 e —x/2
no lugar de = e —x, respectivamente.
Porém, é evidente que (3)) gera uma contradi¢ao ao se
fazer n — oo (com x > 0 fixado), qual seja, g(z) = +o0.
Desse modo, fun¢bes muito convexas nao podem existir.

O

Para o proximo exemplo, convém relembrar a seguinte
propriedade caracteristica das fungdes convexas (vide segdo
3 da aula anterior): se AB e BX sao cordas consecutivas
do grifico de uma fung¢do convexa (estando o ponto A “mais
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a esquerda”), a inclinag&o mgep da reta A§ nao supera a

inclinagdo myp, da reta .
Em simbolos, se f : I — R é convexa e a < b < x sdo
pontos de I, entao

f) = fla) _ f(x) = f(b)
b—a ~— z-—b

(4)

Exemplo 2. Seja f: R — R uma fung¢ao convexa. Se f ndo
for constante, prove que

lim f(z) =+o0
T——00
ou

lim f(z) = +oo.

Tr—r+00

Solugao. Como f nao é constante, existem ntmeros a < b
tais que f(a) # f(b). Se ocorrer f(a) < f(b) (resp. f(a) >
f(b)), provaremos que f(z) tende a +0co quando x tende a
+0o (resp. —00).

Com efeito, seja.g a funcdo-afim cujo gréafico é a reta
passando pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)). Logo,

Pela desigualdade , vale

o@) < 1)+ 1D =IO () = p),

=0
para cada nimero real x > b. Dessa relagao e do fato de que
: _ f(0) — f(a) _
ngfmg(x) = f(b)+ e (+00) = +o0,
segue imediatamente a igualdade
O
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Observacao 3. O exemplo anterior admite a sequinte for-
mulagdo para fungdes concavas: se f: R — R é uma fun¢do
concava ndo constante, entdo

ou

A justificativa € imediata, bastando lembrar que [ € concava
se, e s6 se, —f € conveza.

Exemplo 4 (IMC - 2020, Problema 5). Determine todas as
fungdes duas vezes derivdveis f : R — (0, 4 00) satisfazendo
a desigualdade

f(@)f(x) = 2f'(2)?, (5)
para todo x € R.

Solugao. Seja f uma funcgao satisfazendo as hipéteses do
problema. Afirmamos que g := 1/f é uma fungédo cdéncava.
De fato, pelos resultados da aula passada, basta provar que
9" (x) <0, para cada nimero real x. Pela regra do quociente,

0@ -1 @) (@)
(@) [(@)?

9 (%)
enquanto

P @ — @R @) @)
o= Fla)

@) f (@) = 2" (2)]?

fz)? T
por e pela positividade de f.
Agora, de acordo com a observagao |3 ou g é constante ou
g deve assumir valores negativos. Como g = 1/f é positiva,
segue que g é constante e, com maior razao, f também o é.
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Por fim, como toda func¢ado constante positiva satisfaz as
condi¢oes do enunciado, concluimos que as tUnicas func¢oes
duas vezes derivaveis f : R — (0,+ 0o) cumprindo a condi¢ao
sao as constantes positivas. O

Exemplo 5. Sejam ay,as, ... ,a, nimeros reais positivos cuja
soma € uma constante S. Determine, em fun¢do de S, o
valor minimo da expressao

ay ,a
ajtay’...a

An

an

Solugao. Considere a fungao f : (0, + co) — R dada por
f(z) = zlnz. Um célculo simples, com o auxilio da regra
do produto, da f”(z) = 1/x > 0, para todo x> 0. Pelo
corolario 8 da aula anterior, f é estritamente convexa. Pela
desigualdade de Jensen, podemos escrever

7.111
n

)

S (S)<allna1+a21na2+...—|—anlnan

n n

ou seja,
In(S/n)* A Inajtas?...a%

n - n

de forma que

(S/n)® < ala$?...a%".

Como a igualdade na desigualdade anterior ocorre quando
(e somente quando) a; = ... = a,, concluimos que o valor
ayl a2

minimo da expressio aj'a3>...a% é (S/n)". O

Exemplo 6 (A desigualdade de Nesbitt). Se a,b e ¢ sdo
numeros reais positivos, mostre que

a n b N c
b+c a+c a+bd

3
Z 57
ocorrendo a igualdade se, e s6 se, a = b= c.

Solugao. Considere a fungdo ¢ : (—00,1) — R definida por
o(z) = x/(1 — x). Vejamos que ¢ ¢é estritamente convexa.
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As derivadas de ¢ podem ser calculadas utilizando a regra
do quociente:

(p,(x)zl-(l—x)—z-(—l): 1 .
(1—2) (1—2)
Observando que ¢’ é crescente, ja obtemos a conclusao de-

sejada (pelo teorema 6 da aula passada). Alternativamente,
poderiamos calcular

0-(1—2)2—1-(22—2 2
Sy 0 Cry)_ 2
(1—=x) (1—2)
e notar que ¢”(x) > 0, para todo x < 1.
Agora sejam

a b \¥ c

a+b+c’ T2 = a+b+c’ <3 a+b+c’

de maneira que x1 + 22 + 3 = Le

1 —

O o), Blws) =
b+c;902—a+ca§03—a+b~

Pelo corolario 14 da aula anterior, temos

p(z1) =

a b c
+ + =
b+c a+c _a+b

o(r1) + p(z2) + p(3)
o(r1) + p(2) + o(23)

3
x|+ 2o + a3
> 3| —————
3
3
Quanto & igualdade, ela ocorre se, e s6 se, x1 = Ty = X3, ou
seja, se, e s6 se, a = b =c. O
De acordo com a aula passada, se x1, x2, ..., T, forem
numeros reais positivos e t1, to, ..., t, formarem um sistema
de pesos EL dizemos que
tlfﬂl + tgl’g + ...+ tnl'n
Hsto é, cada t; for ndo negativo e Z:.;l t; = 1.
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é a média aritmética ponderada dos x}s, com pesos t;s.
Também podemos definir a média geomética ponderada
daqueles ntimeros, com 0s respectivos pesos, como a expressao

t1,.t2 tn
Ty L x
Quando os pesos forem todos iguais, isto é,t, = ... =t,, =
1/n, as médias acima coincidem com as médias aritmética e
geométrica previamente estudadas.

Exemplo 7. Nas nota¢des acima, prove a desigualdade entre
as médias ponderadas aritmética e geométrica:

ol aln <tay A towg . ¥ thag. (6)
Além disso, se os pesos tis forem todos positives, a igualdade

em @ ocorre se, € SO Se, T1 = Ty = ... =Typ,.

Solugao. Como sabemos do exemplo 12 da aula anterior, a
funcdo logaritmo natural In-é estritamente concava. Logo,
pelas propriedades da funcdo logaritmo e pela desigualdade
de Jensen, temos

ln(xilasgz coxby =t Inz +telnwy + ... +t, Inm,

S In <t11‘1 + tQZ‘Q + ...+ tnfﬂn) .

Como In é crescente, segue a desigualdade @ Ademais, caso
os pesos t.s sejam todos positivos, a concavidade estrita de In
garante, ainda pela desigualdade de Jensen, que a igualdade
em@ocorrese,esése, T1=X2=...=Tp. O

Exemplo 8. Sejam z, y, p, ¢ nimeros reais positivos. Se p e
q satisfazem a relagdo % + % =1, prove a desigualdade de
Young:

com igualdade se, e so se, xP = y9.
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Solugao. Basta aplicar a desigualdade entre as médias pon-
deradas aos ntmeros zP, y?, com os pesos 1/p, 1/q:

P q

O

Exemplo 9 (IMO - 2020, Problema 2). Os nidmeros reais a,
b, ¢, d sdo tais quea>b>c>d>0ea+b+c+d=1.
Prove que

(a+2b+ 3¢+ 4d)a®bccd? < 1. (7)

Solugao. Como a, b, ¢, d formam um sistema de pesos, a
desigualdade entre as médias ponderadas implica

a®tbccd? < a® +b? + 2+ d*.
Assim, basta provar que
(a+2b+3c+4d)(a* +b* + 2 +d?) < 1 = (a+b+c+d)?. (8)
Mantendo em mente as desigualdades a >b>c>d >0
e b? +c? +d? < (b+ c+ d)?, temos
(a4 2b+ 3¢+ 4d)(a® + b* + * + d?) <
<la+30b+c+d)][a®+ >+ + d?)]
=a® +3a*(b+c+d) +alb®+c* +d?)
+3(b+c+d) (b + 2+ d?)
<a® +3a*(b+c+d) +alb+c+d)?
+3(b4c+d)(b* + ¢ + d?)
=a®+3a* b+ c+d)
+ (b +c+d)alb+c+d) + 30+ 2+ d?)).
Agora, como
(a+b+tc+d?=la+(b+c+d)]?
=a®+3a*(b+c+d)+
+3a(b+c+d)?+ (b+c+d)?,
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¢ suficiente provar que
(b+c+d)fab+c+d) +3(0b*+c+d*) <
<3a(b+c+d)?+ (b+c+d)?,
ou, ainda, que
alb+c+d)+30*+c2+d*) <
<3a(b+c+d) + (b+c+d)?

Para o que falta, utilizando uma vez mais que a > b >
c>d>0eb?+c®+d*> < (b+c+d)? obtemos
ab+c+d)+30*+c*+d%) =
=[a(b+c+d)+ 20 + A +d*)] + b + A+ d*)
< la(b+c+d)+2(ab+ ac+ ad)] + (b +c+ d)?
3a(b+c+d)+ (b+c+d)*

conforme desejado. O

Dicas para o Professor

O leitor encontrard mais exemplos nos textos abaixo. Mais
especificamente, sugerimos os exercicios da se¢io 3.6 de [1],
os problemas 7 - 11 de [2] e a segdo 1.5 da tltima referéncia.

Uma ou duas sessdes de 50min devem ser suficientes para
expor o conteudo desse material.
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