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Nesta aula e na proxima, apresentaremos vérios exemplos
relacionados ao material estudado nesse médulo. Aqui, ex-
ploraremos exemplos envolvendo derivadas e monotonicidade
de funcgoes.

Exemplo 1 (Olimp. Croata). Prove que ndo eziste uma fungdo
polinomial f : R — R tal que f(x) =logx, para todo x > 0.

Prova. Por contradigdo, suponha que existisse uma tal funcéo
polinomial f. Entao, f nao é constante e, derivando a igual-
dade f(z) = log z, obterfamos f'(z) = 1, logo, zf'(z)—1 =0,
para todo x > 0. Mas, como f’ é polinomial, terfamos
x — af’(x) — 1 polinomial e ndo constante; o que é um
absurdo. i

Exemplo 2. Calcule, com justificativa, o niumero de solugdes
reais da equacgdo logz = (v — 1)2.

Prova. Para0 <z < 1, temoslogz < 0 < (x—1)2, logo, ndo
hé solugdes em (0,1). Por outro lado; se f: [1;+o0) = R for
dada por f(x) = (z —1)? —logz, entdo f'(r) = 2(x — 1) —

de sorte que

1+3
2 b

1
f’(z)<0®x2—x—§<0®1§x<

1+3
2

1+3
S

ffla) =02 =

flx)y>0e x>

Portanto, f decresce em [1, 1+\/§> e cresce em [ 1+2f + oo) ,
de forma que tem um minimo absoluto em x = +2‘[

Uma vez que f(1) = 0, temos f (H‘[) < 0. Como
fle) = (e—1)%2 —loge > (1,7)2 =1 > 0, o TVI garante a
existéncia de uma solucdo adicional x = a da equacgao dada,
com # <a<e. O
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Exemplo 3. Se P ¢é um polinéomio com coeficiente lider po-
sitivo, mostre que f : R — R, dada por f(x) = P(x)/e*, é
decrescente em algum intervalo da forma [a, + 00).

Solugao. Digamos que P tenha grau n e a, > 0 seja seu
coeficiente lider.

Se P for constante (ou seja, n =0 e P = ag), o resultado
segue, pois f(z) = ap/e” e, nesse caso, f é decrescente (ja
que a funcgdo exponencial x — e® é positiva e crescente).
Podemos, portanto, supor que n > 1.

Pela regra do quociente,

() = P/(x)e’“'e;:P(x)e”” _ P'(z) — P(x)

- (1)
Como o coeficiente lider do polindmio P’ — P, a saber, —a,,
é negativo, vale o limite abaixo:

. /

IETOO[P (z) — P(z)] = —o0.
Em particular, P'(z) — P(x) é negativo para todo z suficien-
temente grande, digamos, para todo x > a, para um certo
numero real a. Por , segue que f’/é negativa em [a, + 00),
de forma que f é decrescente nesse mesmo intervalo (confira
o teorema 15 da 1? parte da aula anterior). O

Exemplo 4. Se P for um polinémio, prove que

P
i 20 _ g

r—+o00 T

Solugao 1. Como e* — 400 quando r — 400, podemos
supor P nao constante. Mais ainda, ndo ha perda de gene-
ralidade em assumir que o coeficiente lider de P é positivo.
Desse modo,

lim P(z) = 400,
T—+00

de sorte que, pelo exemplo anterior, a regra = — P(x)/e”
define uma funcao positiva e decrescente em algum intervalo
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[a, + 00). Assim, existe

L= tim 2@ (2)

r—+oo eT
Repetindo o argumento para o polinémio P(x)?, conclui-se
a existéncia de )
Pz
M = lim (z) .

r—+o0o eT

3)

Portanto, as relagoes e permitem escrever

2
L2 = lim { } lim [M . i]
r— 400 r— 400 et er

= lim lim i:M-0:0,

T—+00 z—+o0 T

"U

de onde segue que L = 0, ou seja,

lim P(z)

r—+4o0 e¥

=0.

O

Solucgao 2. De acordo com o exemplo 12 da parte 1 da aula
anterior, vale lnu < w, qualquer que seja o real positivo u.
Tomando u = e¥; conclui-se que y < eY, para todo real y.
Fixado um inteiro ndo negativo k, tomamos y = z/(k +1) na
desigualdade anterior para te #/(k+1) o dai,

karl

(k4 1)k+1

x

<e’,

qualquer que seja x > 0. Portanto,

k E+1 k
T kE+1 T
0 cEHDT o T,
er T z—+oo e¥
Sendo assim, dado um polinémio P(z) = > ;_, axz®,
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temos

) P( k
lim = lim E ak— E ap - lim —
r—+oo e¥ T—+00 r—+o0 ¥

=2 ax-0=0.
k=0
O

Considere n nimeros reais positivos ag,as,...,a,. Para
cada 1 < k < n, sejam A, e Gy as médias aritmética e
geométrica dos k nimeros ay, ... ,ax.

Exemplo 5. Nas notacées acima, vale a desigualdade

—1
A, n

(An—l - Gn—1)7 (4)
com igualdade se, e s6 se, @, =Gp_1.
Solugdo. Seja f: (0,4 co0) — R definida por

x n—1 1 n—1

An_1.

A ()]

para cada x > 0. Dai, seguem imediatamente as relagoes

() <0,se < Gp_1 7
>0,se x> Gph_1

de modo que z = G,_; é ponto de minimo estrito de f.
Observando que

G -1
J(Gner) = T2 = Gy 4=

n—1
- n (Anfl - Gn71>

n—1
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n—1

an n—1
flan) = o (Gn-1) ™
. (n — I)An_l + ay

o n

= An - Gn»

1
ai +

An—l

— (G lan)™

¢é valido concluir que

n—1

An - Gn = f(an) > f(anl) = n (Anfl - anl)v

com igualdade se, e s6 se, a, = G_1.

O

Observacao 6. A relagdo permite apresentar uma outra
demonstracdo da desiguadade entre as-médias aritmética e
geométrica. Com efeito, nas motacdes acima, temos

’I’L(A" - Gn) (Tl - 1)(An—1 - Gn—l)

(n - 2)(1471‘2 - Gn72)

AVANYS

> 1(A; — G1) =0,

de sorte que G, < A, . Além disso, para que a igualdade
ocorra, € mecessario e suficiente que cada uma das desigual-
dades acima seja uma igualdade. Pelo exemplo anterior, isso
ocorre se, e somente se, as = G1,a3 = Ga,...,an, = Gp_1.
Como o leitor pode verificar, essas igualdades equivalem a
ay = ...=ay. Por exemplo,

a2:G1:>a2:a1;

as = Gy ea1=a2:>a3=\/a§=a2:>a1=a2:a3;

anghag:Gg,...,an:Gn,l:>a1:...:an.
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Exemplo 7. Sejam « e 8 as medidas dos angulos de vértices
A e B de um triagngulo ABC'. Se existirem inteiros positivos
k el tais que

sen® a cos! B = sen® B cos! a, (5)

calcule a razdo AC/CB.

Solugao. Observando que 0 < § < ™ = senf > 0 e que
| cos 8] = v/1 — sen? 6, para cada arco 6, a equagdo (b)) implica

1
V1I—sen?p V1 —sen?a’

sen® (3  senfa
igualdade equivalente a

)

\/l—seDQB B V1=sen2a
/sen 3 b \’/senak

ou, ainda,

1—sen?s 1-—sen’a

E -, k
\/sen? 3 Vsen? o
l
Tomando z = Vsen2a e y = {/sen? 3, temos z! = sen?a,
y' = sen? § e a igualdade anterior pode ser reescrita como

1—y! 1-2z
Y
Isso sugere que definamos a funcao f : (0,1] — R por
1—a
fa) =

e analisemos sua injetividade. Na verdade, mostraremos que
f é decrescente, uma consequéncia da desigualdade f'(x) < 0,
para cada 0 < z < 1, como veremos agora:

e k(1 — xl)xk_l

7'(a) =
—[k(1 — 2) + Iz k1
- 22k
k(1 —at) + I
== _T < 07
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para todo z € (0,1].

Portanto, de acordo com os calculos acima, a equacao
acarreta f(vsen?a) = f({/sen? ) e, entdo, Vsen2a =
v/sen? 3. Assim,

sen a = sen 3.

Como « e § ndao podem ser suplementares (pois sdo dngulos
de um tridngulo), a dltima igualdade implica o = j3, de sorte
que ABC' é isésceles de base AB. Assim, AC/CB=1. O

Exemplo 8 (OIMU - 2013, Problema 6). Uma fung¢do real
f [0, 4+ ) = R € limitada e diferencidvel. Além disso,
satisfaz a relacdo

f(@)f (x) > senw. (6)
Ezxiste limy 1 oo f(2)?

Solugdo. Nao. Com efeito, a desigualdade @ significa que
a fungdo g : [0, + 00) — R, de regra g(z) = f(2)? + 2cosx, é
mondétona nao-decrescente, pois

g (z) =2f(z)f'(z) — 2senx
=2(f"(x)f(x) —senx) >0,

para cada nimero ndo negativo z. Como g é limitada (uma
vez que é a soma de duas fungoes limitadas), a observagao 10
da aula Limites Laterais, do médulo Leis do limites - Parte 2,
garante a existéncia de lim,_, . g(z). Portanto, se existisse
lim, 4 o0 f (z), as regras aritméticas para limites implicariam
a existéncia de

_ 2
lim M = lim cosz,
T—+00 2 z—~400
o que nao é verdade [T} O

ISe fosse L = limg— o0 cOS, para algum ntmero real L, terfamos
|cosz — L| < 1, para todo z suficientemente grande. Dali, para tais z,
valeria

|cosz — cos(xz + )| < |cosz — L| + |cos(z + w) — L| < 2.

Fazendo x = 2n7 na desigualdade anterior, sendo n € N suficientemente
grande, chegarfamos na contradi¢do 2 = cos2nm — cos(2n + 1)w < 2.
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Exemplo 9. Para cada real p > 1, calcule o menor valor
possivel da soma x + vy, onde x e y sdo reais tais que

(r+VI+a?)(y+V1+y?) =p

Prova. Inicialmente, note que

y+v1+y2= =p(V1+2?—2x),

+v1+ T+ VIta?
logo,
1 1
1492 —y= —e = —(z +/1+ 22).
y+v1+y> P

Subtraindo membro a membro as relagdes acima, ficamos
com

y=1<p(\/1+7—as)—;( 1+x2+m)>.

2

Agora, seja f : R — R a fun¢do dada por f(z) =z +y, em
que y é dado, em func¢do de x, como acima. Temos

flz) =1+y'(2)
() ()
2 V14 a? p \V1+a?
Ll () - (o)
2 p) V1i+a? 2 p)’
de sorte que

1 1
x _5(p+5)_1_p—1
Vita? 1(]3_1) Cp+ 1l
2 P

flz) =0«

Um pouco de algebra elementar da que
T -1 1

Vita® p+1 x:2<\[—\}f?>

1+x2=;(\/ﬁ+\}ﬁ>.
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Em particular,

1 1
oy=vmr=d (1),
2 \[ VP
Por outro lado, a ultima expressio acima para f'(z),
juntamente com o fato de que p — % > 0 (poisp > 1) e
T

Vitaz?

T \/ﬁ é uma funcao crescente para x > 0 (pois

\/ﬁ), garantem que

1 1
() <0para0<x<§(\/f9—75)
>Oparax>%<\/ﬁ—%).

. - 1 1
Portanto, f assume seu minimo global em z =3 (\/[) - ﬁ)'
Por fim, para esse valor de x, um pouco mais de algebra

elementar fornece

(GO ) s

Dicas para o Professor

Para mais problemas similares aos tratados aqui, consulte
as referéncias abaixo. Os exemplos 1, 2 e 9 foram retirados
de [1].

Uma ou duas sessdes de 50min devem ser suficientes para
expor o conteido desse material.
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