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Este material complementa a discussao sobre probabili-
dade da apostila do PIC, discutindo alguns problemas mais
dificeis e interessantes. Dentre tais problemas, alguns moti-
vardo a discussao, ainda que informal, do conceito de proba-
bilidade continua.

Exemplo 1. Escolhemos ao acaso trés dos vértices de um
heptagono regular. Calcule, com justificativa, a probabilidade
de que o centro do heptdgono esteja contido no interior do
triangulo formado pelos vértices escolhidos.

Solugao. Fixado um vértice A do heptigono, hé (g) =15
modos de escolher outros dois vértices, B e C.

Por outro lado, sendo O o centro do heptdgono, as possi-
bilidades tais que O pertence ao interior de ABC sao aquelas
em que B e C estao em semiplanos-distintos em relagao a
semirreta AO e BAC' = Z (uma possibilidade), 2= (duas
possibilidades) ou 67” (trés possibilidades). A figura a seguir
ilustra uma das possibilidades com BAC = 47”; antes de
prosseguir, certifique-se de que consegue esbocar as demais.

B
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<

Portanto, a probabilidade pedida vale

1+2+4+3 2
15 5
O
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Exemplo 2. Cada cartela de uma colegdo € formada por seis
quadrados coloridos, justapostos como na figura abaizo:

Em cada cartela, dois quadrados sao coloridos-de azul, dois
de verde e dois de rosa. Nessas condicées, a colecao apre-
senta todas as possibilidades de distribuicdo das cores nas
cartelas e nao existem cartelas com uma mesma distribuicao
de cores. Retirando-se, ao acaso, uma cartela-da colegao, cal-
cule a probabilidade de que apenas uma das colunas apresente
quadros de mesma cor.

Solugao. Primeiramente, vamos contar'quantos sao os cartoes.
Isso pode ser feito calculando quantas sao as permutagoes
de 6 elementos (cada cartela por ser identificada por uma
sequéncia de seis cores) com elementos repetidos (2 azuis, 2
verdes e 2 rosas). O resultado é

Palaz = o9 = 90

(Um outra possibilidade é utilizar combinagoes: escolhemos
duas posigoes-das 6 para a cor azul, outras duas posigoes
para a cor verde e as demais serdo automaticamente rosas.
Novamente, o resultado é (g) . (3) =15-6=90.)

Resta contar quantos cartoes possuem ezxatamente uma
coluna com duas cores iguais. Para tanto, comegamos esco-
lhendo qual coluna terd duas cores iguais, depois escolhemos
qual serd essa cor, o que nos da 3 -3 = 9 possibilidades. Por
fim, devemos organizar as duas cores que sobraram nas 2
colunas que sobraram, sem que haja duas cores iguais numa
mesma coluna. Isso pode ser feito de 4 maneiras possiveis
(abaixo x e y representam as duas cores que sobraram):
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x | x X |y vy vy | x
vy y | x X | x x|y |

Entao, o total de cartdes que satisfazem as restrigoes do
enunciado é 9 -4 = 36 e a probabilidade desejada é
36 4
— = — = 40%.
90 10 %
O

Problema 3. Em um parque de diversées, o brinquedo prefe-
rido pelas criangas mais novas € o carrossel, o qual tem o for-
mato de um cilindro de 3m de altura e 3m de raio. Quando
em funcionamento, o carrossel gira com velocidade angular
constante, com as criangas sentadas nos cavalinhos fizados
ao longo do circulo externo que forma a base desse cilindro.
Um pai deixou sua filha de quatro anos no carrossel e foi com-
prar um refrigerante numa barraca sitwada ‘@ cerca de 15m
de distancia do carrossel. Felizmente, a regiGo entre o car-
rossel e a barraca € a praga central do parque e havia pouco
movimento, de sorte que ele podia olhar a filha a distancia,
sempre que o cavalinho em que ela se encontrava estivesse
visivel a partir de sua posicdo. Apds pagar o refrigerante, o
pai olhou na diregdo do carrossel. Calcule, com justificativa,
a probabilidade de que, ao fazé-lo, ele tenha avistado a filha.

Solugao. Sejam P aposicao do pai, C' o centro do carrossel
e PS e PT as tangentes tragadas de P ao circulo externo do
carrossel.

S
.

Entdo, SCP = TCP = 6, com
cS 3 1

st =CF =573 " 6
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Como a velocidade angular do carrossel é constante, a pro-
babilidade dele ter avistado a filha ¢ a razao entre o angulo
26 (em radianos) subentendido pelo do arco visivel ST e 27
(correspondente a uma volta completa do carrossel):

70 1 1 1,403
— = arccos 6 = 3’ 141 = O, 6

O

O proximo exemplo mostra como usar o calculo de pro-
babilidades para resolver um problema envolvendo desigual-
dades com numeros reais.

Exemplo 4. Sejam p e q reais positivos e com soma.l, e m
e n inteiros positivos. Prove que

(I=p")"+Q1=¢")" =1

Prova. Em cada casa de uma tabela m x n escreva, aleato-
riamente, 0 ou 1, com probabilidade p para 0 e ¢ para 1.

Considere o evento A, de haver pelo menos um 1 em cada
coluna. Como a probabilidade-de que uma certa coluna sé
contenha 0 é p™, a probabilidade de que ela contenha pelo
menos um 1 é 1 —p™. Portanto, a probabilidade de que cada
coluna contenha pelo menos um 1 é

P(A) = (1 - p™)".

Considere; agora, o evento B, de haver pelo menos um 0
em cada linha. Por um raciocinio analogo ao do paragrafo
anterior (trocando colunas por linhas), temos

P(B) = (1—q")™

Note que A ou B sempre ocorre (podendo ocorrer ambos
A e B). Realmente, se uma coluna nao tiver 1, entao todas
as linhas tém pelo menos um 0; por outro lado, se uma linha
nao tiver 0, entao todas as colunas tém pelo menos um 1.
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Portanto,

Mas P(A) + P(B) > 1 é precisamente a desigualdade do
enunciado. 0

Exemplo 5. Um triangulo é desenhado aleatoriamente. Qual
a probabilidade de que ele seja acutingulo?

Solugao. Em relagao a um sistema cartesiano de coordena-
das Ozyz no espago, o conjunto dos pontos (z, y, z) tais que
x,y,z > 0ex+y+ 2z =mx forma o interior do triangulo T" de
vértices (m,0,0), (0,7,0) e (0,0, 7).

Cada ponto («, 3,7) desse conjunto corresponde a uma
classe de semelhanca de triangulos, qual seja; todos aqueles
com angulos internos (medidos em radianos) «, 8 e 7.

Agora, um triangulo de angulos «, 5'e v serd acutangulo
se, e 86 se, a, 3,7 < . Em relacio a T, tais restri¢oes
equivalem a que o ponto (a; 3,7) pertenca ao interior de seu
tridngulo medial S (veja a figura a seguir)

Assim, queremos calcular a probabilidade de que, esco-
lhido aleatoriamente um ponto (¢, 8,7) em T, ele esteja, de
fato, em S. Tal probabilidade vale

As) 1
A(T) 4
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Exemplo 6 (da agulha de Buffon). O piso de uma sala é com-
posto por tabuas corridas paralelas, cada uma de largura d.
Uma agulha de comprimento £, com ¢ < d, cai acidental-
mente sobre o piso. Qual a probabilidade de que sua posicao
de repouso toque a linha divisoria entre duas tabuas?

Solugao. Independentemente de qual seja a posicao da agu-
lha no chéo, seu ponto médio M estard situado em uma faixa
de largura d, centrada na linha diviséria r entre duas tabuas
consecutivas; assim, r é a linha diviséria mais préxima de
M.

N~

d

Sendo N o pé da perpendicular baixada de M a r e
MN = z, tem-se 0 < z < %. Por outro lado, se 6 é o

N
angulo entre M N e a agulha, medido trigonometricamente

(em relagao a ]\ﬁ\/), temos —% < 6 < Z.

A fim de que a agulha toque a linha diviséria r, é ne-
cessdrio que 0 < z < %. Além disso, devemos ter |6] < 6y,
em que 6y é angulo mostrado na figura acima.
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Como cosfy = 2 e a fungdo cos : [0,%] — [0,1] é estri-
tamente decrescente, devemos ter |6| < 6(z), em que
2z
6(x) = arccos 7
Reciprocamente, é imediato verificar que se 0 < z < g e
|0] < 6(z), entdo a agulha centrada em um ponto M situado a
distancia  de r e inclinada (trigonometricamente) do angulo

—
0 em relagao a M N intersectard a linha divisoria 7.
Portanto, dentre os pontos (x,#) tais que 0 < = < % e
|6] < %}, queremos aqueles em que 0 < z < % e 6] <6(x)}.
SeR={(z,0); e0<a<g 0] <F}eF={(z,0); e0<
z < £, 10| < 6(z)}, a probabilidade que desejamos calcular

3

[§]

T
arccos — dx

1

Area(F) 2 ) /‘5/2
Area(R) dm 0

4/1acco gd

—_ T <] . —

dm Jo Y 2 Y
20 [1

= — arccosy dy.
dﬂ— 0

Como

/arccosydy:yarccosy—i—/\/%dy
-y
= yarccosy — /1 — y2,

temos, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

20 y=1 2
P(A) = E(yarccosy— \/1—y2)‘ = —.

y=0 dm

O

O dltimo exemplo que apresentamos é igualmente desafi-
ador e interessante. O canal Veritasium do YouTube gravou
um video instigante sobre ele, o qual pode ser encontrado em
https://www.youtube.com/watch?v=iSNsgj10CLA
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Exemplo 7. Em um auditorio hd cem pessoas, numeradas de
1 a 100. Em uma sala contigua ao auditorio hd cem caizas
fechadas, numeradas de 1 a 100 e cada uma contendo um
cartdo, no qual um numero de 1 a 100 estd escrito. Sabe-se
que cada caixa contém exatamente um cartdo e cada numero
de 1 a 100 aparece em um cartdo. O sequinte jogo €, entdo,
proposto as pessoas do auditério: uma pessoa por vez vai G
sala das caizas, abre aleatoriamente cinquenta delas e lé.os
nuUmMeros escritos nos cartoes que contém; em sequida, ela
fecha as caizas e se dirige a uma terceira sala, sem travar
contato com as pessoas que ainda estdo no auditério. Se um
desses cinquenta nimeros que a pessoa viu coincidir .com seu,
préprio numero, ela terd ganho; do contrdrio, ela terd. per-
dido. Apds as cem pessoas jogarem, se todas tiverem ganho,
dividirao entre st um prémio miliondrio; do_contrdrio, sairao
do jogo sem nada. Admita que, antes-de comecarem a se diri-
gir a sala das caizas, as cem pessoas tiveram tempo suficiente
para conversar entre si no auditorio e tracar uma estratégia
comum de abertura das cairas, a fim demaximizar a chance
de dividirem o prémio. Fxiba uma tal estratégia que dé, as
pessoas, pelo menos 30% de chance de ganharem.

Solugao. Suponha que as pessoas executem a seguinte es-
tratégia: em sua vez, a pessoa de numero k := a; abre a
caixa de numero a1 € observa o nimero as escrito no cartao
nela contido. Se as =k, a pessoa ganhou; senao, ela abre a
caixa de numero as e observa o nimero as escrito no cartao
nela contido. Se az = k, a pessoa ganhou; sendo, ela abre a
caixa de numero a3 e observa o numero a4 escrito no cartao
nela contido, etc.

Prosseguindo dessa maneira, a pessoa ganhara se a; = k
para algum 1 < 5 < 50; nesse caso, observe que o algoritmo
acima descrito orienta a pessoa a dirigir-se a caixa de niimero
k = a;. Por outro lado, se a; # k para todo 1 < j < 50, a
pessoa perderia.

De outra forma, considere a permutacao ¢ do conjunto
{1,2,...,100}, tal que o (i) = j sempre que o cartao da caixa
de ntimero i contiver o nimero j. Entao, ao executar o
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algoritmo acima, a pessoa k ganhard se, e s6 se, k pertencer
a um ciclo em ¢ de tamanho no maximo 50. Portanto, todas
as pessoas ganharao se, e s6 se, 0 nao contiver ciclos de
tamanho [, com 51 <[ < 100.

Considere o espago de probabilidades (S, B, P), em que S
¢ o conjunto das permutagoes o de {1,2,...,100}, B = P(S)
é o conjunto das partes de S e P é a probabilidade na qual
todas as o sdo equiprovéveis (de sorte que, para A C.S,
tenhamos P(A) = %)

Para 51 <1 < 100, seja A; o evento formado pelas per-
mutagoes o que contém pelo menos um ciclo de tamanho
I. Se A° := A5y U Aso U ... U Ajg9, queremos mostrar que
P(A) >0,3.

Afirmagio: para | € {51,52,...,100}, tem=se P(A;) < 7.

Uma vez que a proxima caixa é determinada pelo niimero
escrito no cartao da caixa atual, para [ > 51 cada o € A; tem
no méximo um ciclo de comprimento I, H4 exatamente (')
maneiras de selecionar os ntimeros das caixas que formarao
o ciclo de comprimento /. Entao, o total de ciclos de compri-
mento [ distintos ‘que podemos formar com tais ntmeros é
uma permutagcao circular deles, ou seja, (I —1)!. Além disso,
uma permutacao qualquer dos niimeros das demais caixas
(e héd (100 - [)! delas) completa o. Portanto, o nimero de

permutagdes em A; é igual a

<1?0) (= 1)+ (100 — 1)l = %0'

de sorte que

AL 10011 1
PlA) = S|~ 1000 1

Gragas a afirmacao anterior, e levando em conta que A;
e A; sao disjuntos para todos %,j > 51 distintos, podemos
calcular
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P(A) =1 — P(A°)
= 1—P(A51UA52U---UA100)
=1— (P(As1) + P(As2) + ... + P(A100))

a 51 52 77100/

Como queremos mostrar que P(A) > 0,3, resta provar
que%—i—%—i—...—i—wlo < 0,7. Mas

100 4 100 4
Z—</ —dr =1log2 20,693 < 0,7,
l:51l 50 ¥

como ¢ facil verificar com a ajuda de uma caleuladora. [

Dicas para o Professor

Os quatro exemplos iniciais podem ser apresentados a
alunos ja bem versados em probabilidade ao longo de uma
ou duas sessoes de 50 minutos.

Os trés ultimos exemplos sao mais desafiadores, reque-
rendo o uso'de contetidos além do Ensino Médio usual. No
entanto, achamos interessante comenta-los exatamente pelo
fato de utlizarem temas diversos de Probabilidade. Especial-
mente os dois iltimos exemplos mostram como o Célculo é
uma ferramenta poderosa em Matematica.

O belissimo livro [1] contém mais exemplos interessantes
envolvendo o cédlculo de probabilidades.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. Fifty Challenging Problems in Probability, with Soluti-
ons. F. Mosteller. Dover, Mineola, 1965.
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