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1 Exercicios variados

Neste material, continuamos apresentando algumas propri-
edades e exemplos que envolvem muiltiplos e divisores de
numeros naturais.

Exemplo 1. Numa escola, ao longo de um corredor comprido,
estao enfileirados 30 armdrios, numerados de 1 a 30, com suas
portas fechadas. Trinta alunos da escola, também numerados
de 1 a 30, resolvem fazer a seguinte brincadeira: o aluno n°
1 passa pelo corredor e abre todos os armdrios; em’ sequida,
o aluno n? 2 passa e fecha todos os armdrios. de nimero
par; depois passa o aluno n? 3 e inverte a posicao das portas
de todos os armdarios multiplos de 3, isto €, ele os fecha se
estiverem abertos e os abre se estiverem fechados; depois,
é a vez do aluno n? 4, que inverte.a posi¢cdo. das portas
dos armdrios multiplos de 4, e assim por diante, até o 30z
aluno. Apds a passagem dos 30 alunos, quais-armdrios estardo
abertos?

Solugdo. Observe que os divisores de um ntmero natural
diferente de zero ocorrem aos pares, a nao ser que esse nUMero
seja um quadrado perfeito. Como exemplo, vamos analisar
inicialmente a quantidade de divisores positivos do ntimero 24.
Denotemos por D(24) 0 conjunto formado por esses divisores.
Assim, temos

D(24) = {1,24,2,12,3,8.4,6}.

Veja que, se d é um divisor positivo de 24, entao % também
é divisor positivo de 24. Assim, como nao existe d divisor
positivo de 24 tal que d = % — pois isso acarretaria d? = 24,
0 que nao ocorre, pois 24 nao é quadrado perfeito — 24 possui
uma quantidade par de divisores. O mesmo argumento pode
ser utilizado para mostrar que um inteiro positivo qualquer
que nao é quadrado perfeito possui uma quantidade par de
dividores.

Por outro lado, quando escrevemos os divisores de 16, por

exemplo, obtemos

D(16) = {1,16,2,8,4}.
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Veja que néo foi possivel formar o par {d,16/d} para d = 4.
Isso ocorreu porque % = 4, ou seja, 16 = 42. De fato, esse
argumento pode ser estendido para mostrar que qualquer
quadrado perfeito possui uma quantidade impar de divisores.

Voltando ao problema, vejamos o que acontece com o
armaério 24. Ele esta inicialmente fechado, o aluno 1 passa e
o abre, o aluno 2 o fecha, o aluno 3 o abre novemente, o 4
o fecha, o aluno 6 o abre, o 8 o fecha, o 12 o abre e 0 24 o
fecha. De fato, qualquer arméario cuja numeracéo possua uma
quantidade par de divisores estara fechado no final. Por outro
lado, qualquer armério cuja numeragdo possua um nimero
impar de divisores positivos estara aberto no final.- Assim, os
armarios que estardo abertos no final sdo os’de ntimero 1, 4,
9, 16 e 25. O

Exemplo 2. Mostre que se a e b sao nidmeros inteiros positivos
tais que a < b, entdo mdc (a,b) =-mdc (a,b —a).

Solugao. Seja d um divisor comum a a e b. Entao existem
q1 € qo inteiros tais que a'= dqy e b= dgs. Logo, b —a =
dgz —dq1 = d(g2 — q1) = dg, em que ¢ = g2 — q1 € Z. Logo,
d é divisor comum a a e b —a.

Por outro lado, se . d’ é um divisor comum a a e b — a,
entdo existem ki e ko inteiros tais que a = d'ky e b—a = d'ks.
Assim, b= (b—a)+a=dky+dk =d (ks +k)=dk, em
que k = k1 + ko € Z. Com isso, mostramos que

dla e d|b <= d|a e d|(b— a).
Logo, mde(a,b) = mdc (a,b — a). O
Exemplo 3. Calcule mdc (12,64).

Solugao. Utilizando o resultado provado no exemplo ante-
rior, obtemos

mdc (12,64) = mdc (12,64 — 12) = mdc (12,52).
Aplicando sucessivas vezes o mesmo resultado, obtemos

mdc (12,52) = mdc (12,52 — 12) = mde (12,40),
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mdc (12,40) = mdc (12,40 — 12) = mdc (12,28),
mde (12,28) = mde (12,28 — 12) = mdc (12,16)

e, finalmente,
mdc (12,16) = mdc (12,16 — 12) = mdc (12,4) = 4.
Assim, mdc (12,64) = 4. O

Observacao 4. Observando com calma o exemplo anterior,
notamos que mdc (12,64) = mdc (12,64—5-12). Mas64—5-12
é o resto da divisio de 64 por 12. O mesmo._argumento
pode ser utilizado para mostrar que se a e b sGo numeros
inteiros positivos tais que a = bg+ r, em que 0 < r < b,
entdo mdc (a,b) = mdc (b,r). FEsse procedimento € a base
do método das divisdes sucessivas para o calculo do mdc.
De fato, podemos continuar com_as divisées — o resto em
uma determinada divisdo serd o-divisor na divisio sequinte e
o divisor em uma determinada divisdo serd o dividendo na
sequinte — até que o resto seja igual a-zero. Assim, o ultimo
divisor serd o mdc (a,b).

Exemplo 5. Utilizando o método das divisées sucessivas,
calcule mdc (100,36).

Solugao. Temos que
10036 36|28 28 |8 8|4
28| 2 811 413 0|2

mdc (100,36) = mdc (36,28) = mdc (28,8) = mdc (8,4) = 4.

Logo,

O
Exemplo 6. Mosre que hd infinitos nimeros primos.

Solugao. Por contradi¢ao, suponha que a quantidade de
nimeros primos seja finita. Vamos denotar o conjunto for-
mado pelos ntimeros primos por {p1, p2,ps3,...,Pn}. Agora,
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considere o nimero inteiro dado por p = p1-ps-p3-...-pp+ 1.
Como p é composto, pois p =p1-p2-p3 ... pn+1>p;, Vi€
{1,2,3,...,n}, existe algum primo py tal que pg|p. Mas veja
que pi € {p1,P2,P3,---,Pn}, 10go, pr|p1-p2-ps- ... pn. Por-
tanto, pg|[p — p1 - p2 - P3 - ... pa], Ou seja, pg|l, o que é um
absurdo. Logo, ha infinitos niimeros primos. O

Exemplo 7. Encontre todos os nimeros primos menores que
100.

Solugao. Um resultado conhecido é o de que se um ntamero
inteiro n > 1 ndo é divisivel por nenhum primo menor ou igual
a \/n, entdo n é primo. De fato, se n é composto e p; é um
primo que divide n, entao existe ¢ > 1 inteiro tal que n = p; -q.
Agora, se po um primo que divide ¢, entao existe um inteiro
k>1tal que g =ps-k. Dai, n = p1 - pa k> p1+ ps. Desse
modo, p1 < /n ou ps < /n, pois, se ocorresse o contrario,
terfamos n > py - p2 > /1 - /n =n; 0 que é um absurdo.
Agora, vamos utilizar esse resultado para encontrar todos os
primos menores que 100, seguindo os seguintes passos:

1. Escrevemos todos os nimeros menores que 100 em uma
tabela 10 x 10.

2. Excluimos o niimero-1, que, como sabemos, ndo é primo.

3. O namero 2 é o primeiro primo. Excluimos da tabela
todos 0s demais multiplos de 2.

4. O ntmero 3 é o proximo primo. Excluimos da tabela
todos-os demais multiplos de 3.

5..0 namero 5 é o proximo primo. Excluimos da tabela
todos os demais multiplos de 5.

6. O namero 7 é o proximo primo. Excluimos da tabela
todos os demais multiplos de 7.

7. Pela discussao feita no pardgrafo anterior, qualquer
numero composto menor que 100 deve ter um divisor
primo menor que /100 = 10, logo, depois de seguidos
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todos os passos de 1 até 6, os nimeros que restarem na
tabela serdo todos primos.

Observacao 8. Veja que o menor primo maior que 7 é 11,
que € maior que /100 = 10, logo, os seus mailtiplos jd foram
excluidos da tabela, porque também sao maltiplos de algum
dos primos anteriores. O mesmo acontece com 0s outros
primos maiores que 11.

. 2 3|4 (516 |78 10
11 ] 12 | 13 14.16 17 [ 18 |19 | 20
. 22 | 23 | 24 | 25 | 26 . 28 | 29| 30
31 32.34 35| 36 | 37| 38 40
41 | 42 | 43 | 44 . 46 | 47 | 48 50
- 52 | 53 | 54 | 55 | 56 . 58 | 59 | 60
61

71

e -8

62 . 64 | 65 | 66 | 67 | 68 70
72 | 73 74.76 78 | 79 | 80

82 | 83 | 84 | 85 | 86 88 | 89 | 90

92.94 95 | 96 | 97 | 98

Exemplo 9. O nimero 419 é primo?

100

Solugdo. Como vimos acima, se um numero natural n é
composto, entdao deve existir um ntimero primo p que o divide
e satisfaz p < \/n. Como 20% = 400 < 419 < 441 = 212,
obtemos 20 < /419 < 21. Logo, se 419 é composto, entdo
ele deve possuir algum fator primo menor do que 20. Como
podemos ver no Crivo de Eratostenes, os primos menores do
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que 20 sdo 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 e 19. Aplicando os critérios
de divisibilidade — quando forem aplicaveis — ou dividindo
419 por cada um desses primos, verificamos que 419 nao é
divisivel por nenhum deles. Concluimos assim que 419 é um
ndmero primo. O

Sempre que dividimos um numero natural sucessivamente
por nimeros primos chegamos a uma forma fatorada desse
numero. O resultado que garante que sempre encontramos a
forma fatorada de um nimero natural dado é conhecido como
Teorema Fundamental da Aritmética. Antes de apresentar o
teorema, vejamos um exemplo:

Exemplo 10. Fatore os nimeros 120 e 210.

Solugdo. Uma maneira simples de encontrar a forma fa-
torada de um numero natural n consiste-em fazer divisoes
sucessivas pelos niimeros primos que dividem n em ordem
crescente. Veja os diagramas abaixo. Assim, obtemos as

120 | 2 210 | 2
60 | 2 105 | 3
30| 2 35| 5
15 | 3 T\|7
5|5 1|2
formas fatoradas 120 =2%-3-5e¢210=2-3-5-7. O

Apresentamos agora o

Teorema 11 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo
inteiro positivo n > 1 se escreve como produto de fatores
primos de maneira unica, a menos da ordem.

Nao faremos a demonstracao desse teorema com todos
os detalhes. Apresentaremos, a seguir, um argumento que
ajuda a entender o porqué da existéncia da fatoracdo. Para
mostrar que um numero natural n > 1 pode ser escrito como
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um produto de fatores primos, repetimos a ideia utilizada
acima para os numeros 120 e 210.

i. Se n for primo, entdo ja esta fatorado. Caso contrério,
escolha o menor primo p que divide n e escreva n = p-m.

ii. Se m também for primo, entdao n esta fatorado. Caso
contrario, repita o processo acima, trocando n por m.

De modo geral, o teorema fundamental da aritmética nos
diz que qualquer niimero natural n > 1 pode ser escrito na
forma p{* - p5* - ... pi*¥, com pi, pa,...,pr primos distintos
e ai, as,...,a, inteiros positivos; tal maneira de escrever n é
sua forma fatorada.

A partir da forma fatorada de n, o teorema fundamental
também permite verificar que todos os divisores positivos
de n sdo da forma pll’1 -pg"’ e -pi"‘, em-que 0 < b; < ay,
0<bs <ag, ..., 0<b; <ag. Logo, utilizando o Principio
Fundamental da Contagem, concluimos que a quantidade de
divisores positivos de n é

(a1+1)-(a2+1)-...~(ak+1),

poisb; € {0,1,...,a1},bs € {0,1,...,a2},...,bx € {0,1,... a1},
ou seja, by pode ser escolhido de a; + 1 modos, by pode ser
escolhido de as 4+ 1 modos, e assim por diante, até by, que
pode ser escolhido de ax + 1 modos.

Exemplo 12. Encontre as quantidades de divisores positivos
dos numeros listados abaizo.

Solucgao. Fatorando esses niimeros, obtemos
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144 | 2 500 | 2 99 | 3 273 | 3
72| 2 250 | 2 33 |3 91 | 7
36 | 2 125 | 5 11 | 11 13 | 13
18 | 2 25| 5 1 1
913 515

313 1

1

Portanto, temos

(a) 144 = 2*.32 logo, 144 possui (4+1)-(241)=5:3 =15
divisores.

(b) 500 = 2253, logo, 500 possui (2+1)-(3+1)=3-4 =12
divisores.

(c) 99 = 32-11%, logo, 99 possui (2+1)- (1+1)=3-2=6
divisores.

(d) 273 = 31.71.13%, logo, 273 possui (1+1)-(1+1)-(1+1) =
222 = 8 divisores.

O

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para expor o contetido deste material. Sugerimos aos profes-
sores que apresentem os exemplos com todos os detalhes e
proponham exemplos adicionais aos alunos, sempre dando
algum tempo para que eles tentem encontrar as solugdes por
conta prépria. Ao falar do método das divisdes sucessivas,
ressalte que este é o método mais eficaz para encontrar o mdc
de ntimeros naturais, principalmente se os ntimeros forem
grandes, porque nao é necessario encontrar primos que sejam
divisores dos ntimeros. O processo de fatorar um nimero
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composto pode ser uma tarefa bem ardua, se os niimeros
primos que aparecem em sua fatoragdo forem grandes. Ao
apresentar o Teorema Fundamental da Aritmética, fale um
pouco mais sobre a ideia da unicidade da fatoragao, caso os
alunos tenham maturidade suficiente para compreender.

Nas referéncias a seguir vocé podera aprofundar o conhe-
cimento adquirido nesta aula. Nelas vocé pode encontrar, por
exemplo, demonstragoes completas do Teorema Fundamental
da Aritmética.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 5: Teoria dos Numeros. Rio de Janeiro, Editora
S.B.M., 2012.

2. E. de Alencar Filho. Teoria Elementar dos Numeros.
Sao Paulo, Nobel, 1989.
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