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1 Divisao de um segmento em uma
razao dada

Um segmento de reta AB é o conjunto dos pontos da
reta que passa por A e B, situados entre os pontos A e B,
inclusive.

A medida ou comprimento do segmento AB é um
ntmero real ndo negativo, que denotamos por AB. Se as
coordenadas de A e B sdo (z4,ya) e (xp,yp), respectiva-
mente, vimos na primeira parte dessa aula que

AB =+/(za — x5)2 + (ya — yB)2.

Um segmento orientado é um segmento contido em
uma reta orientada (veja também a parte 1). Nesse
caso, além de possuir um comprimento, o segmento possui
também um sinal, que indica se o segmento tem o mesmo
sentido que a da reta orientada, ou tem sentido contrario.

Se, de acordo com a orientagdo da reta r, o ponto A estd
4 esquerda do ponto B, denotamos AB = AB e BA =
—AB.

Dessa forma, temos
BA = —-AB.

Dados trés pontos A, B e C' em uma reta orientada, te-
mos a seguinte igualdade, chamada formula de Chasledl:

AB + BC = AC, (1)

onde AB, BC' e AC sao segmentos orientados.

O significado da igualdade () depende da posigao rela-
tiva dos pontos A, B e C'. A figura abaixo exibe quatro
possiveis situacoes.

A B C
t t t (1)
A C B
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Figura 1: quatro situagoes em que AB + BC' = AC.

IMichel Chasles (1793-1880), matemdtico francés.

Na situacdo (1), temos AB + BC = AC.

Na situagdo (2), temos AB = AB, AC = AC e BC =
—BC. Logo, AC = AB — BC, ou seja, AB + BC = AC.

Na situagdo (3), AB = —AB,BC = BC e AC = AC.
Logo, AC = —AB + BC e, novamente, AB + BC = AC.

Na situacdo (4), AB = —AB,BC = BC e AC = —AC.
Logo, —AB + BC = —AC e, uma vez mais, AB + BC =
AC.

Deixamos ao leitor a descricao e analise das outras duas
situacoes, as quais podem ser tratadas de modo similar ao
feito acima pras situagoes (1) a (4).

Seja AB um segmento orientado no plano cartesiano,
com extremidades A = (v4,ya) e B = (zp,yp), com A #
B.
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Figura 2: o ponto C sobre o segmento AB.

Dado um numero real A # —1, dizemos que um ponto
<

C # B, situado sobre a reta AB, divide o segmento
orientado AB na razao A\ se

AC

A= 2)

E imediato verificar que o sinal de A tem a seguinte in-
terpretacao geométrica:

A > 0 se, e somente se, C estd entre A e B.

De fato, qualquer que seja a orientagao dada a reta que
passa pelos pontos A, B e C, se C estiver entre A e B,
entao AC' e CB terao o mesmo sinal, logo, A\ = % > 0.

Por outro lado, se C nao estiver entre A e B, entdo ou
B estara entre A e C, ou A estard entre B e C' (veja os
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casos (1) e (3) da figura[l). Em um qualquer desses casos,
AC e CB tero sinais contrarios, logo, \ = % < 0.

Exigimos que o ponto C seja diferente de B, pois, se
C = B, temos CB = 0 e, nesse caso, A nao estaria definido.

Também exigimos que A # —1, pois —1 nunca pode
ser valor da razao g—g. Realmente, se é—g = —1, entao
AC = —CB, ou seja, AC + CB = 0; dai, pela férmula
de Chasles ([0) terfamos AB = AC + CB = 0, o que nao
ocorre porque A # B.

Dizemos que C' é o ponto médio do segmento AB se

AC = CB.
Exemplos 1.

(1) Se A =1, entdo C estd entre A e B e % =1, ou

seja, AC = CB. Logo, C € ponto médio de AB.
(2) Se A= -2, entdo B é o ponto médio de AC.
(3) Se A= —1, entdo A € o ponto médio de BC.
(4) A =0 se, e somente se, C = A.

Vamos, agora, calcular as coordenadas ¢ e yc do ponto
C que divide o segmento AB em uma razao dada A ¢ {0,1}
(veja a figura [2I).

Figura 3: o teorema de Tales para o eixo z.

Para tanto, utilizaremos o teorema de Tales, aplicado
primeiro as retas verticais que passam por A, B e C (veja
a figura[3):

AC x4 —zc
" CB  zc—zxp

Dessa igualdade, obtemos

A

ALC — AR = TA — XC

e, entao
A+ Axrp
— 3)
14+ A
De modo anélogo, podemos aplicar o teorema de Tales
as retas horizontais que passam pelos pontos A, B e C' (veja
a figura[)), obtendo

Tco =

CB yc —yp

Como anteriormente, segue dessa igualdade que

ya + A\ys
_ AT AYB 4
14+ A (4)

YB

Yo

Ya ===

Figura 4: o teorema de Tales para o eixo y.

Em particular, fazendo A = 1 encontramos as coordena-
das do ponto médio M do segmento AB:

_ra+TB

Iy = —FH—— € Ym

_ Yya+yB
5 = 77,

2

2 Centro de massa de um conjunto
finito de pontos materiais

A seguir, usaremos uma nocao béasica da Mecanica, qual
seja, a de ponto material, que vem a ser um corpo cujas
dimensoes podem ser desprezadas em relagao ao fené6meno
em estudo. Do ponto de vista da Geometria, um ponto
material é um ponto P ao qual associa-se um ntimero real
positivo m, que chamaremos de massa de P.
Consideremos um conjunto finito M de pontos materiais
Py, ..., P, com massas myq,..., Mk, respectivamente. O
centro de massa do conjunto M é o ponto G do plano
que, uma vez considerado como ponto material com massa
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mi+- -+ +my, pode substituir o conjunto M. Isso significa
que uma forga que aja sobre o conjunto M como um todo
pode ser considerada como uma forca aplicada no ponto
material G com a massa total do conjunto, my + - - - 4+ my,
associada a ele.

No caso em que k = 2, ou seja, em que temos dois pontos
materiais, vamos assumir o seguinte fato:

O centro de massa H de um conjunto formado por

dois pontos materiais P; e P, com massas mj e ma,

respectivamente, é um ponto G situado sobre o seg-
mao

mento P; P> e dividindo-o na razao \ = el

A observagio acima nos permite substituir, em um con-
junto de pontos materiais, dois de seus pontos pelo seu
centro de massa, associando a esse centro de massa a soma
das massas dos pontos a serem substituidos. Fazendo isso
um ndmero finito de vezes, podemos encontrar o centro de
massa de qualquer conjunto finito de pontos materiais.

Substituindo o valor A = 22 em (@) e em (), e as-
sumindo que as coordenadas de P; e Py sdo (x1,y1) e
(22,y2), respectivamente, obtemos as coordenadas do cen-
tro de massa H do conjunto formado pelos pontos materi-
ais P, e Ps:

m1T1 + Mala

rg=———"—2%¢ Yy =
m1+m2

miy1 + mayo
mi + mo '

()
Exemplos 2.

(1) Se m1 = mo = m, entdo A = 1 e, portanto, o centro
de massa do conjunto € o ponto médio do segmento
PPy, com massa 2m.

(2) Se uma das massas é o dobro da outra, por exemplo,
semy =m e mo = 2m, entdo A = 2 e o ponto G,

. 5 PG _
centro de massa do conjunto, € tal que on = 2. Por

sua vez, isso implica

PG =2GP;.

No que segue, aplicaremos a discussao acima ao estudo
da geometria de triangulos. Para tanto, precisamos da
defini¢ao a seguir.

Definicao 3. Em um triangulo ABC, a mediana relativa
ao lado AB € o segmento de reta que liga o vértice C' ao
ponto médio M do lado AB.

Suponhamos que trés massas iguais a m sao associadas
aos vértices A, B e C' de um triangulo, de modo que esses
vértices tornem-se pontos materiais. Queremos encontrar o
centro de massa G desse conjunto de trés pontos materiais
(veja a figura ().

De acordo com a discussao anterior, podemos substituir
os pontos A e B pelo ponto médio M, com massa 2m,
de modo que o centro de massa do conjunto de pontos
materiais A, B e C, cada um com massa m, coincida com

o centro de massa do conjunto formado pelos pontos C,
com massa m, € M, com massa 2m.

Em particular, o item (2) do Exemplo ] garante que o
centro de massa G pertence a mediana CM e divide essa
mediana na razao \ = %” = 2. Isso significa que g_l\c/:[ =2,
ou seja, CG = 2GM.

Da mesma forma, é possivel substituir os pontos mate-
riais B e C pelo ponto médio N, com massa 2m. Logo,
o ponto G também pertence a mediana AN e a divide na
razao A = 2. Repetindo esse argumento para os pontos A e
C, concluimos que o ponto G pertence ainda a mediana re-
lativa ao lado AC. Isso mostra que as trés medianas de um
triangulo encontram-se em um sé ponto, chamado de ba-
ricentro do triangulo ABC, e que o baricentro coincide
com o centro de massa do conjunto de pontos materiais
formado pelos vértices do triangulo, cada um com uma
mesma massa associada a si.

C

A M B

Figura 5: o baricentro do triangulo ABC.

Terminamos esta se¢ao calculando as coordenadas do
baricentro de um triangulo ABC em fungado das coordena-
das de seus vértices. Para tanto, sejam (x4,y4), (B, yB)
e (zc,yo), respectivamente.

Primeiramente, calculamos as coordenadas do ponto
médio M do lado AB (veja a figura[l):

TA+ 2B ya+YB
- == 6
> Ym 5 (6)

Agora, para calcularmos as coordenadas de GG, usamos

as férmulas @) e @), com X = 2:

xo + 2z o Yo +2ym
1+2 L

Substituindo nas duas igualdades acima os valores de z s
e yu, dados por ([]), obtemos

Ty =

rq =

_Ta+TB+t+aC _ya+ye+yc
e=——5 ¢ ¥VT——s

3 3

3 Coordenadas baricéntricas

A seguir, exibiremos um sistema de coordenadas no interior
de um triangulo, elaborado pelo matematico e astrénomo
aleméao August Ferdinand Mobius (1790-1868).
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Na secao anterior, encontramos o baricentro de um
triangulo fixando trés massas iguais em seus vértices,
tornando-os pontos materiais. Vamos, agora, admitir a
possibilidade das massas associadas aos vértices nao serem
necessariamente iguais.

Mais precisamente, fixado um triangulo ABC, vamos
agora considerar os vértices desse triangulo como pontos
materiais com massas ma, mp € mc.

Repetindo o que fizemos na segao anterior, obtemos os
pontos P,@Q e R que dividem os segmentos AB, BC e CA
nas razoes m—';, zg e mg respectivamente (veja a figuralf]).
Os segmentos C P, BR e A(Q) se intersectam-se em um ponto
Z mno interior do tridngulo, cujas coordenadas cartesianas
vamos calcular a seguir.

C

A P B
Figura 6: o ponto Z tem coordenadas baricéntricas
[mAumB7mC]'

Utilizando as identidades (&), obtemos

maxra +mprp
rp—=——"—"— ¢ Yyp =
ma +mp

mAYyA + MBYB
ma+mp
logo,
mocxc +mpxp

Ty =——————— € Yz =
mc +mp

meyc + mpyp
mg +mp

onde mp = my +mp. Substituindo os valores de zp e yp
nas expressoes acima, obtemos

MATA +MBITB + McoXc

Tz =

ma +mp+ mgc
maya +mpyp +mcyc
ma +mp -+ mgc '

(7)

Yz =

Doravante, diremos que as massas m4, mp € mg Sao as
coordenadas baricéntricas do ponto Z, e indicaremos
esse fato com a notagdo Z = [ma,mp, mc].

Para que as expressoes em (7)) fiquem mais simples, po-
demos estabelecer a restrigao

ma+mp+me = 1.
Neste caso, as expressoes em ([7l) podem ser reescritas como

(8)

Tz = mMATA +mpBrp + Mmoo,
Yz = maYya +mpyYyp +mcyc-

Fazendo my = 1, obtemos mp = m¢ = 0 e, de (),
Tz = xp €Yz = ya; assim, Z = A. Portanto, podemos
escrever o ponto A, em coordenadas baricéntricas, como
A =[1,0,0]. Analogamente, B = [0,1,0] e C = [0,0,1].
Quando as trés massas nos vértices sao iguais a m, ob-
temos o baricentro G do triangulo, que tem coordenadas
baricéntricas G = [1/3,1/3,1/3].

De modo andlogo, podemos fazer a soma das massas
ser igual a uma constante positiva a. O exemplo a seguir
mostra uma situagao em que uma escolha conveniente de
a se impoe.

Exemplo 4. Temos trés recipientes, um com capacidade
para 7 litros, outro com capacidade para 6 litros e o ter-
ceiro com capacidade para 3 litros. Os recipientes nao tém
marcacoes. O recipiente com capacidade para 7 litros estd
cheio de dgua, e hd 1 litro de dgua no menor recipiente.
Desejamos dividir esse total de 8 litros de dgua em duas
partes de 4 litros cada, apenas derramando a dgua de um
recipiente para outro. Explique como fazé-lo.

Solugao. Vamos interpretar a quantidade de agua em
cada recipiente como uma coordenada baricéntrica de um
ponto no plano. Como o total de dgua nos trés recipien-
tes é 8 litros, vamos considerar coordenadas [t1, ta, t3] com
t1 + to + t3 = 8, sendo a coordenada t; a quantidade de
agua no recipiente de 7 litros, a coordenada t5 a quanti-
dade de dgua no recipiente de 6 litros e a coordenada t3 a
quantidade de dgua no recipiente de 3 litros.

A situagao inicial corresponde a t1 =7,to =0e t3 =1,
ou seja, corresponde ao ponto [7,0,1]. Para dividir os 8
litros em duas partes iguais, devemos obter uma confi-
guragao que corresponda ao ponto [4,4,0].

VAVAVAVAVAVAVAN
VAVAVAVAVAVAVAVAN

Figura 7: o problema dos trés recipientes.
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E facil verificar que a regiao destacada no triangulo da
figura [ é formada pelos pontos que correspondem as si-
tuagoes possiveis com a quantidade de dgua dada e as li-
mitagoes impostas pelos volumes dos trés recipientes.

O processo de derramar agua de um recipiente para ou-
tro pode ser interpretado geometricamente como um mo-
vimento do ponto correspondente. Assim, novamente na
figura [ vemos dois caminhos poligonais ligando o ponto
[7,0,1], correpondente & situacao inicial, ao ponto [4,4, 0],
correspondente a situagao desejada.

O caminho poligonal azul corresponde a seguinte solugao
do problema:

[7,0,1] = [1,6,1] — [1,4,3] — [4,4,0].

O caminho poligonal laranja corresponde & seguinte
solugao do problema:

[7,0,1] = [7,1,0] — [4,1,3] — [4,4,0].

Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para co-
brir o material desta aula.

Se vocé preferir, pode trabalhar apenas com a nogao de
medida de segmento, considerando somente razoes A que
sejam positivas e forgando o ponto que divide o segmento
AB na razao A a estar entre A e B. Entretanto, sugiro
fortemente que vocé acompanhe o texto e introduza cui-
dadosamente a nocao de segmento orientado. Atencao:
um segmento orientado nao é um vetor, pois tem posicao
definida e fixada. Um vetor é um conjunto (na verdade,
uma classe de equivaléncia) de segmentos orientados com
mesmo comprimento, mesma dire¢cao e mesma orientagao.

A nocao de ponto material pode ser enfatizada com
exemplos vindos da mecanica newtoniana. Isso enrique-
cerd sua aula e servird como exemplo da profunda conexao
entre Geometria e Mecanica. Caso prefira, ou nao tenha
tempo, vocé pode pular a dicussao sobre o baricentro, as-
sumindo que as medianas de um triangulo se encontram
em um ponto que as divide na razao 2 : 1, a partir do
vértice.

Vocé pode falar sobre o problema dos trés recipientes an-
tes de introduzir as coordenadas baricéntricas, tentando re-
solvé-lo diretamente, sem a interpretagao geométrica. De-
pois, introduza as coordenadas e compare as duas solugoes.
Um desafio: mostre que, no exemplo [l é possivel medir
qualquer quantidade inteira de litros de 1 a 8. Como esse
resultado pode ser interpretado geometricamente?

H&4 uma quantidade razoavel de referéncias sobre coor-
denadas baricéntricas disponiveis na rede mundial de com-
putadores. Para um aprofundamento nesse assunto, vocé

pode, por exemplo, consultar a sugestao de leitura com-
plementar [3].

Sugestoes de Leitura Complementar

1. E. L. Lima et al. A Matemdtica do Ensino Médio, vol.3.
Colegao do Professor de Matematica, Editora S.B.M., Rio
de Janeiro, 1998.

2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, vol. 2:
Geometria Plana. Colegdo do Professor de Matemadtica,
Editora S.B.M., Rio de Janeiro, 2013.

3. de Figueiredo, J. O., Usando Coordenadas Baricéntricas
para Estudar a Geometria do Triangulo. Disponivel em:

http://www.professores.uff.br /hjbortol /arquivo/2008.2/esp/2008-
osorio-esp-uff.pdf
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