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Na aula anterior, definimos o conceito de transformacao
linear entre espagos vetoriais. Essencialmente, desenvolve-
mos naquela ocasiao a classe das homotetias, indicando al-
gumas aplicagdes geometricas. Agora apresentaremos mais
duas classes de transformacgoes lineares: as rotacdes e as
reflexoes. Como antes, identificaremos tais transformagcoes
com aplicagoes do plano e discutiremos alguns resultados
em geometria plana. Encerraremos com uma classificacao
geométrica das isometrias do plano.

1 Transformacoes Lineares:
Mais Alguns Exemplos

Lembre-se que V' denota o espago dos vetores no plano.

1.1 Rotagoes

Utilizaremos o grau como unidade de medida para angulos.

Definicdo 1. Dado um nidmero real 8 no intervalo (—180,180],
a rotagdo de dngulo 0 é a transformacdo Ry : V — V que a
cada vetor v associa owwetor Ro(v) com as sequintes proprie-
dades:

i) Ro(v) e v tém mesmo mddulo (em particular, Rg(0) =0).
it) Se v # 0, o dngulo orientado de v para Ry(v) € igual a 6.

Em relagao a defini¢do, dizemos que 8 é o dangulo orientado
de v para w quando |0| é o dngulo entre v e w e o sentido
de (menor) rotagdo de v para w é anti-horario se § > 0, ou
horério se 6 < 0.

Rotagoes se expressam de um modo simples se utilizamos
numeros complexos. Basta lembrar da forma polar: dado
z=a+bi € C,z # 0, podemos escrever z = |z|cisa, em
que cisa = cosa +sena - i e a € (—180,180] é o angulo
orientado de 1 (que se identifica ao vetor (1,0)) para z (que
identificamos com o vetor de coordenadas a e b). Portanto,
dado um vetor unitario w = cis#, a relagao

cisf - cisa = cis(6 4 «) (1)
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Figura 1: A esquerda, o angulo de v para w é igual a 45°.
A direira, —45° é o angulo de v para w. De outro modo,
Rys0(v) = w e R_y50 (v) = w, respectivamente.

nos diz que wz = |z| cis(d + «) é a imagem de z pela rotacdo
Ry. Considerando a identificacao usual entre V' e C, temos
Ry : C — C definida por Ry(z) = wz. Dai segue a linearidade
de Rg:

Ro(u+v) = w(u+ v)
= wu + wv
= Ro(u) + Ry (v)

Ro(k-u) = w(k - u)
=k - (wu)

Observagdo 2. i) A restricio “9 € (—180,180]” é desne-
cessdaria na definicio de Ryg. De fato, um numero real 0
arbitrdrio se escreve, de modo unico, como 6 = k - 360 + ¢’,
em que k € Z e 8" € (—180,180]. Dai, basta definir Ry = Ry,
o que € coerente com a iqualdade cis@ = cisf’. Tendo definido
Ry, para qualquer 6, a relagdo nos permite concluir a
igualdade Rg o Ry = Rayp, para quaisquer dngulos o e 3.
Sendo Ry = Id, vemos que cada rotacdo Ry € uma bijecdo
cuja inversa € a rotag¢do R_g.

ii) Conforme comentamos numa aula anterior, a multiplica¢do
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por um numero complexo w # 0 determina uma roto-homotetia
(positiva): se 8 = argw, a correspondéncia C > z — wz € C
consiste da rotagdo Ry composta com a homotetia T, .

i1i) Toda rotagdo é uma isometria. Pois, utilizando a forma
compleza,

|Ro(u) = Ro(v)| = [wu — wo
= [w[|u =]

= |u—1|,
quaisquer que sejam u,v € C.

Fixemos um ponto O no plano II e um angulo 6. Define-se
a rotagdo de centro em O e dngulo @ como a transformacao
do plano Rg ¢ : I — II satisfazendo Rop(P) = O + Re(O?)7
qualquer que seja P € II.

Figura 2: A figura I’ é a imagem da figura I pela rotagdo de
centro em O e angulo 25°.

Observacdo 3. i) A rotacao de centro em O e dngulo 180°
coincide com a simetria em torno do ponto O.

7i) Por ser uma isometria (ou, mais geralmente, uma se-
melhanga), a rotagdo Ro g deve transformar retas em retas
preservando dngulos. Mais precisamente, se e s sGo re-
tas, entdo ' = Rog(r) e s = Ro(s) também sdo retas e
ang(r',s") = ang(r,s) (veja [3]).
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Exemplo 4. Dadas trés retas r,s e t, duas a duas paralelas,
construa um triangulo equildtero com vértices nessas retas.

Solugao. Considere a figura abaixo, em que um ponto A foi
fixado na reta r. Supondo o problema resolvido, de modo que

S

B € s,C €teoangulo de zﬁ para ﬁ seja 60°, vemos que
o ponto C pertence a reta s’;.em que s’ é a imagem da reta
s pela rotacdo R4 gpo. Portanto, C' é o ponto de intersecao
das retas s’ e t. Assim, j4 sabemos como proceder.

Para construir um tridngulo equildtero ABC' conforme o
enunciado, considere a reta s’ = R4 goo(s): tome P, o pé da
perpendicular baixada de A sobre s, e construa o tridangulo
equiladtero APP’, sendo o angulo de AP para AP’ igual a

60°; a reta-s” é a perpendicular & reta AP’ por P’. Se C é o
ponto de intersecao de s’ e t, construimos agora o triAngulo
equilatero ABC de tal modo que R4600(B) = C. Como
rotagdes sdo bijetivas, segue-se que B € s e a construgao estd
feita. O

Se o ponto O é o afixo do niimero complexo o e w = cis 6,
a rotacdo Rp g, interpretada como uma aplicagdo de C em C,
se escreve como Rop g(z) = o+w(z — 0) ou, equivalentemente,
Ro,9(z) = (1—w)o+wz. Com base nisso, discutiremos agora
a composi¢ao de rotagoes.
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Considere duas rotagdoes Rpg e Ror g, definidas por
Roo(z) = (1 —w)o+wz e Rorg(z) = (1 —w)o + w'z,
para qualquer z € C. Um célculo simples nos leva a

(Rorpr 0o Rop)(2) = (1 —w')o +w' (1 —w)o+ w'wz.

Se ww’ = 1 ou, equivalentemente, 6’ +60 = k - 360°,k € Z, a
composta Ros g © Rp g é uma translagao.

Se @ + 0 nao é um multiplo inteiro de 360°, podemos
reescrever a regra da composta como

(Rorpr 0o Ro)(z) = (1 — ww)o” + (w'w)z

" (1—w’)o'+w’ (1—w)o .
em que o = — . Isso mostra, nesse caso, que
—w'w

Ror ¢ 0 Ro g é a rotacdo de centro em O” e angulo 0" + 6.
Queremos agora identificar o centro O” dessa rotagao (o afixo
do nimero complexo 0”). Se O’ = O, entdao O” = O pois
j& sabemos que Rp g © Ro,p = Ro,¢+6. Vejamos o caso em
que O # O'. Como as conclusées da nossa anélise dizem
respeito & dngulos, nao faz mal supor 0 =0 e o’ = 1 (preci-
samos transladar, rotacionar e depois reescalonar o sistema
de coordenadas antigo. A composicao dessas transformacoes
é uma semelhancal). Com essas hipéteses, vale o/ = 11:101”1;,.
Lembrando que o conjugado de um nimero complexo unitario
coincide com o seu reciproco, as regras basicas da conjugacao
nos permitem escrever

— 1—w
7
© <1ww’)

1w
1 —wuw'
_ 1
— w’
=7 _ 1
w’w
w'—1
— w’
T oww—1
ww’
= wo.
Desse modo, w(0")? = [0"|? = (0”)? = |0"|*w, de onde se
conclui que arg(o”) = —60/2, ou melhor, o dngulo de OO’
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para OO” é —0/2. Por um argumento andlogo, o dngulo de
0’0 para O'0O" é 0’ /2. Segue um resumo da discussdo.

OII

0'/2 —0/2
04 0

Figura 3: O centro O” da composicao Rorg. 0 Ro.g.

Proposicdo 5. Considere as rotacdes de centros distintos Ro g
e Rorgr. Entdo, a composta Ror g7 0 Ro g dessas rotagoes é
i) uma translagdo, se 0 +0 é um mailtiplo inteiro de 360°;
it) uma rotagdo de dngulo ' + 0, caso 0’ + 0 ndio seja um
maltiplo inteiro de 360°. O centro dessa rotacdo é o ponto
O" determinado pelas segquintes condig¢oes: o angulo de OO’
para W é —0/2, enquanto que o dngulo de O'O para W
é0'/2.

No proximo exemplo, demonstraremos um resultado notavel
de geometria plana, o Teorema de Napoleao: os centros dos
triangulos equildteros construidos externamente sobre os lados
de um triangulo qualquer formam um triaingulo equildtero.
Precisaremos do

Lema 6. Sec ¢ + 0 = 180°, entdo
Rorgr0RogoRor e = Ro —o. (2)

Demonstragdo. Se S = Ror ¢ 0 Rop 9, a hipétese do lema,
a Proposicao e a Observagao nos garantem que S é
uma simetria. Em particular, S o .S = Id, ou seja,

Ror 00 Ropo Ro e o Rop = 1d.
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Figura 4: O Teorema de Napoledo.

Mas isso nos diz que Rp- ¢' 0 Rp.¢0 Ro ¢ € a inversa de Ro g,
isto é, vale a relagdo-(2)). O

Exemplo 7. Prove o Teorema de Napoledo.

Solucgao. Para simplicar a escrita, dado um ponto P qual-
quer-no plano seja Rp := Rpgpo. Considerando a notacéo
introduzida na figura acima, a Proposicao nos conta que
RcoRp = Rx 1200, RaoRc = Ry 1200 € Rpo Ry = Rz 1200.
Essas igualdades juntamente com o Lema @ nos dao
Rx 1200 0 Ry 1200 = (Rc o Rp) o (Ra o R¢)
:RCO(RBORA)ORC
= Rc 600 © 71200 © R 600
= Rz _1200,
ou seja, RX,lgoo o Ry71200 = RZ72400. Novamente pela Pro-
posicao , segue-se que o tridngulo XY Z possui angulos de
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60° nos vértices X e Y, isto é, XY Z é equilatero. O

Podemos explicitar as coordenadas do vetor Ry(v) em
funcado das coordenadas = e y do vetor v. Segue imediata-
mente da férmula Ry(x,y) = (cos,send) - (z,y), sendo “-” a
multiplicagdo complexa, a relagdo abaixo:

Ro(x,y) = (cos@ -z —senf -y,send - x +cosb-y). (3)

1.2 Reflexoes

Definicao 8. Seja r uma reta do plano. A reflexdo em torno
de r é a transformacdo S, : II — Il definida da segquinte
forma:

i) Sy(P)=P, se Per.

it) Se P € r, r é a mediatriz do segmento de reta de extremos
P e S.(P).

Dizemos que S, (P) € o reflexo (ou simétrico) de P em relagdo
a reta r.

S,(P)
N aa'e
‘ ‘ §/+‘ U
-
015400
P

Figura 5: Alguns objetos em azul e as suas respectivas ima-
gens em vermelho pela reflexdo em torno da reta r.

Exemplo 9. O reflexo do ortocentro de um triangulo T em
relacdo a reta suporte de qualquer um dos seus lados pertence
ao circuncirculo de T. Veja [1].
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Escolhendo o sistema de coordenadas de tal modo que a
reta r coincida com o eixo das abscissas, teremos S, : C —» C
dada por S,.(z) = Z, ou seja, S,-(z) é o conjugado do ntimero
complexo z. Dai segue que toda reflexao é uma isometria.

Se, por outro lado, o sistema de coordenadas ja foi fixado,
expressamos 7 por meio de sua equagdo vetorial, 7 : 2 = u+tv,
t € R (com as identifica¢oes usuais entre IT,C e V, a reta r
passa por u na dire¢do de v. Veja a 22 parte da aula “vetores
no plano” desse médulo). Podemos supor |v| = 1, digamos
v = cisa. Para determinar S,(z) em fungdo de w,v e z,
seguimos os seguintes passos.
1°: a translagao T, transforma a reta r na reta v/ : z = tv
passando pela origem.

29: a rotagdo Ro,_q leva a reta 1’ no eixo das abscissas.

3°: a composicdo Rp,_q 0T, transforma z em w = v(z —u).
42: S,.(z) deve ser transformado por essa composi¢do no
conjugado de w, ou seja, (S, (z) =u) =0(z = u) = v(Z —0).
5°: resolvendo, vem S,(z) = u.— v?u + v?Z.

Figura 6: Ilustrando os passos para obter S,.(z).

Se r:z =tv,t € R, é uma reta passando pela origem,
entdao S, : C — C é uma aplicacdo linear. Com efeito, vale

S.(2) = v°Z, (4)

o que torna a verificacdo da linearidade de S, um simples
exercicio que deixamos ao encargo do leitor.
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Exemplo 10 (Problema de Herdo). Considere uma reta r e
pontos A e B de um mesmo lado dessa reta. Construa o
ponto P € r que minimiza a soma AP + PB.

Solugao. Seja B’ o simétrico de B em relagao a reta r. Se
P é o ponto de interse¢do da reta r com a reta AB’, vejamos
que AP+ PB < AQ + QB, qualquer que seja o ponto Q € 7,
com ) # P. Com efeito, como r é a mediatriz de BB’, vem
PB’ = PB. Pelo mesmo motivo, QB’ = QB. Como A,B’ e
() sdo nao-colineares, a desigualdade triangular nos dé

AQ + QB =A4Q + QB

> AB’
— (5)
= AP+ PB’
= AP +PB,
como queriamos. O

Figura 7: O problema de Herdo.

Observacao 11. Com relagdo ao exemplo anterior, note que

as retas AP e fazem angulos iguais com a reta r. Além
disso, o ponto P se caracteriza por essa propriedade.
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Para o préximo exemplo, vamos recordar a definicdo de
elipse. Sejam F, F’ pontos no plano e a um niamero real
positivo satisfazendo 2a > FF’. A elipse de focos F e F' e
eixo maior 2a é o lugar geométrico dos pontos P no plano
tais que FP+ PF' = 2a. Dizemos que uma reta r é tangente
a elipse £ no ponto P quando r N E = {P}.

Exemplo 12. Dado um ponto P numa elipse £, seja s a
bissetriz do dngulo ZFPF'. Mostre que a reta r perpendicular
a s pelo ponto P é tangente a elipse E.

Solugdo. Basta notar que, pela Observagao , o ponto P
resolve o problema de Herdo para a terna (F,F’;r), uma vez

>
que as retas ﬁ e F'P fazem angulos iguais com a reta r.
Pelo Exemplo (10), dado Q € r,Q # P, tem-se FQ + QF’
maior que FP + PF', ou seja, F'Q + QF’ > 2a, de onde se
conclui que @ € €. Logo, r N E = {P}, i e.; r'é tangente a
elipse £ no ponto P. O

Figura 8: A propriedade refletora da elipse.

Até entdo obtivemos trés classes de transformacoes lineares
de R? em RZ:

1. As homotetias

Tk('ray) = (kﬂ?,ky), ke R*.
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2. As rotacoes
Ro(z,y) = (cos@ -z —senf -y,senf - x + cosb - y).
Veja .
3. As reflexoes
Sp(z,y) = (cos 2 - x + sen 2a - y, sen 2c - & — cos 2 - ),

em que (cos, sena) é um ponto da reta r (cf.-(@)).

1—a?
1+a?
de modo que S, : R? — R? também se

Sendo a = tg a a inclinagao da reta r, temos cos 2a =
_ _2a

e sen2a = ez

expressa como

S, (z.9) 1—a? N 2a 2a 1—a?
(z,y) = x T~ .
(Y 1+ a2 1—|—a2y’1—|—a2 1+a2y

2 Classificagao das Isometrias

A préxima definicdo nos apresenta mais um tipo de isometria
do plano.

Definicdo 13. A composi¢ao de uma reflexdo com uma transla-
¢do, em qualquer ordem, chama-se uma reflexdo com desliza-
mento.

Assim;translagoes, rotagoes, reflexoes e reflexdes com
deslizamento sao isometrias. Reciprocamente

Teorema 14. Se [ : 11 — I é uma isometria, entdo I é de
um dos quatro tipos mencionados acima.

Demonstragao. Interpretaremos I como uma aplicagdo de
C em C. Pelo Teorema 15 da 22 parte da aula “vetores
no plano” desse médulo, existem a,b € C,|a| = 1 tais que
I(z) =az+b,Vz e C,oul(z) =az+b,Vz € C. No primeiro
caso, I é uma translacdo se a = 1 ou uma rotagdo se a # 1.
De fato, seba # 1, podemos escrever I(z) = (1 —a)o+ az, em

que 0 = 1~ Dali, I é a rotagdo de centro em O, afixo de o,
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e angulo § = arg(ar). No segundo caso, pela relagao (4)), I
é uma reflexdo ou uma reflexdo com deslizamento conforme
seja b =10 ou b # 0. O

Dicas para o Professor

Continuaremos estudando as transformacées lineares do
espaco vetorial V' nas préximas aulas, adotando um ponto
de vista mais algébrico. Desse modo, encerramos aqui uma
digressao consideravel, que consistiu do estudo-de algumas
das principais transformagoes geométricas no plano. Ainda
h& muito por explorar. Recomendamos ao Professor as re-
feréncias [3] e [4] para aprofundamento e como fonte de
problemas geométricos interessantes.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetido desse material.
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