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Neste material, introduzimos as fungées trigonométricas
secante, cossecante e cotangente. Como veremos adiante,
essas fungdes sao, em cada ponto, os inversos multiplicati-
vos das fungdes cosseno, seno e tangente no mesmo ponto,
respectivamente, quando esses inversos existirem.

Em tudo o que segue, A é o circulo trigonométrico em um
sistema cartesiano zOy, de forma que A tem raio 1 e centro
na origem O do sistema; em particular, A tem comprimento
2.

A funcao secante

Dado 6 (leia “téta”) real tal que 6 # 5 + km para todo k€ Z,

sejam P o ponto do circulo A associado ao arco AP que mede
0 radianos a partir de A = (1,0), no. sentido anti-horério;
como 0 # 5 + km, isso implica que o ponte.P nao coincide
nem com o ponto B = (0,1) nem com o ponto B’ = (0, — 1).
Portanto, a reta r, tangente a A e passando por P (veja a
figura abaixo, na qual 0 < 6 < 7 — e, portanto, P estd
situado no primeiro quadrante de \) ndo é paralela ao eixo

das abscisssas.
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Definimos a secante de 6, e a denotamos por sec 6, como
a abcissa do ponto de interse¢do da reta r com o eixo x. Na
figura acima, como a abcissa do ponto de interse¢ao da reta r
com o eixo x € positiva, o valor da sec 8 é positivo e coincide
com a medida do segmento destacado em vermelho. Note que,
quando ¢ = § + km, com k € Z, a reta r, tangente a A em
P, é paralela ao eixo x, logo, r e 0 eixo x ndo se intersectam.
Dai, a secante nao estd definida para esses valores.

Por outro lado, seja P, a proje¢ao ortogonal de P sobre
o eixo . Entéo os tridngulos OPQ e OP, P sao semelhantes,
pois ambos tém um angulo igual a 2 e um angulo reto (veja
a proxima figura).
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Como OP =1, OP, = cosf e OQ = sec, a igualdade acima
implica cost _ b logo
P 1 secd’ 8%
1
sec = .
see cosf
http://matematica.obmep.org.br/ P.2

matematica@obmep.org.br



continua valida nos casos em

A relagdo sec =

que o ponto P nao perctoesnce ao primeiro quadrante. Para
ver isso, comece notando que a secante é positiva quando x
pertence aos quadrantes I e IV e negativa quando x pertence
aos quadrantes II e III, ou seja, a secante tem o mesmo
sinal do cosseno. Dai, basta repetir os calculos feita acima
em cada caso, substituindo cos 6 e sec por |cosf| e |sect)|,
respectivamente. Veja, na figura abaixo, o caso em que
x pertence ao segundo quadrante. Como @ = (sec,0) e
P, = (co0s6,0), temos OQ = |secl| e OP, = | cosb).
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A funcgao cossecante

Dado 0 real tal que 6 # km para todo k € Z, sejam P o ponto

do circulo trigonométrico A associado ao arco AP que mede
f radianos a partir de A = (1,0), no sentido anti-horario.
Como os semicirculos de A tém comprimento 7, temos que
P # AA, em que A’ = (—1,0); portanto, sendo r a reta que
passa por P e que é tangente a A, temos que r nao é paralela
ao eixo das ordenadas (veja a figura a seguir).
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A cossecante de 6, a qual denotamos por cosecd, é a
ordenada do ponto de intersecao de r com o eixo y. Na figura,
como a ordenada do ponto de intersecao da reta r com o eixo
y é positiva, o valor da cosecf é positivo e coincide com a
medida do segmento destacado em vermelho.
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Observe, ainda, que;-quando 0 = km, k € Z, a reta r, tangente
a A em P, é paralela ao eixo y, logo, r nao intersecta esse
eixo. Dali, a cossecante nao estd definida para 6 = k7w, com
keZ.

A fim de relacionar cosec f com sen 6, seja P, a projecao
ortogonal . de P sobre o eixo y. Entao os tridngulos OPQ e
OPy P sdo semelhantes, pois ambos tém um angulo igual a 0
e um angulo reto (veja a figura abaixo). Dai, obtemos

or, _or
OP 0Q’
Uma vez que OP =1, OP, =senf e OQ) = cosec 0, obtemos
senf) 1

= ——, logo
1 cosecd’ 8O
1
cosec f = .
sen 6
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Como para a secante, a relagao cosec = ﬁ continua
véalida quando o ponto P ndo pertence ao primeiro quadrante.
(A figura a seguir ilustra o caso em que 6 pertence ao quarto
quadrante.)
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De fato, veja que a cossecante é positiva quando 6 pertence
aos quadrantes I e II e negativa quando 6 pertence aos qua-
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drantes I e IV, ou seja, a secante tem o mesmo sinal do seno.
Agora, basta repetir os célculos feitos no caso 0 < 6 < 7,
substituindo sen § e cosec @ por |sen | e | cosec 0], respectiva-
mente. Na situacdo da figura acima, temos OQ = | cosec | e
OP, = |senb)|.

A funcao cotangente

Agora, sejam 6 um real tal que 6 # k7 paratodok € Z e P o
ponto do circulo trigonométrico A associado ao arco que :mede
0 radianos a partir de A = (1,0). Considere, também, a reta
r, que é tangente a A em B = (0,1), e a reta s que contém os
pontos O e P (veja a préxima figura). A cotangente de 6,
denotada por cotgf, é a abcissa do ponto @, intersecao das
retas r e s.
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Na figura, como a abcissa do ponto de intersecao das retas r
e s € positiva, o valor da cotg é positivo e coincide com a
medida do segmento destacado em vermelho. Quando 0 = km,
k € Z, as retas r e s sdo paralelas, logo, nao se intersectam,
e a cotangente nao estd definida para esses valores de 6.
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Por outro lado, seja P, a projecao ortogonal de P sobre
o eixo x. Entao os tridngulos POP, e OQB sao semelhantes,
pois ambos tém um angulo igual a 6 e um angulo reto (veja
a figura abaixo).
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Uma vez que OB =1, OP, = cosf e PP, = senf, obtemos
cotg)  cos0

1 senf’

080,

1
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Como para a secante e a cossecante, também neste caso,

- 1 . (1 .
a relacao cotgf = =0 continua valida ainda que o ponto
g
P nao pertenca ao primeiro quadrante. Com efeito, a co-
tangente é positiva quando 6 pertence aos quadrantes I e
IIT e negativa quando 6 pertence aos quadrantes II e IV, ou

seja, a cotangente tem o mesmo sinal da tangente. Portanto,
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podemos repetir a conta feita acima substituindo tg 6 e cotg 0
por |tg 6] e | cotg |, respectivamente. Veja, na figura abaixo,
o caso em que 6 pertence ao segundo quadrante. Neste caso,
temos QB = |cotg |, OP, = |cosf| e PP, = |sen)|.
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Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min para
expor o conteudo deste material. Sugerimos ao professor que
apresente as definicoes das fungoes trigonométricas secante,
cossecante e cotangente e, em seguida, incentive os alunos
a encontrarem as relagoes entre essas funcdes e as fungoes
cosseno, seno e tangente, utilizando semelhangas de tridngulos.
Se o professor julgar necessario, pode ser feita uma breve
revisao sobre semelhanca de tridngulos.
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