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Na primeira parte do material, vimos a regra bésica para
o calculo de uma probabilidade e aprendemos a identificar
o espaco amostral em situacdes classicas como langamentos
de dados e moedas, retiradas de cartas de um baralho, etc.
No entanto, sdo muitas as situacdes matemaéticas nas quais
os problemas exigem mais do que uma simples aplicagao de
formulas.

Nos préximos exemplos, analisaremos espagos amostrais
que se alteram durante o experimento, como em sorteios
sem reposicao. Também usaremos fraces equivalentes para
encontrar dados no espago amostral e aplicaremos o principio
multiplicativo para calcular probabilidades em cenarios com
miultiplas combinagoes.

1 Exemplos

Exemplo 1. Em uma sala do nono ano, ao sortearmos uma
pessoa ao acaso, a probabilidade de que essa pessoa seja uma
garota € %. Sabendo que existem entre b5 e 60 alunos na sala,
calcule quantos sao os garotos.

Solugao. Lembrando que probabilidade significa casos fa-
voraveis dividido por casos totais e que toda fracao equivalente
a % tem um multiplo de 7 no denominador, concluimos que o
ntmero total de alunos (nosso espago amostral) deve ser um
multiplo de 7. O tdnico nimero miiltiplo de 7 entre 55 e 60 é
56; portanto, esse é o nimero total de alunos na sala.
Agora, como a probabilidade de um aluno ser uma garota
éigual a %, para calcular o total de garotas devemos procurar
uma fracdo equivalente a essa, mas cujo denominador seja
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igual a 56. Isso é facil, se observarmos que 56 = 7 - 8:

4_4s_ w2
7 7-8 56

Logo, ha 32 garotas e 56 — 32 = 24 garotos nessa sala de
aula. O

Exemplo 2. Carlos possui uma urna com cinco bolas verdes e
sete bolas azuis. FEle deseja adicionar uma certa quantidade de
bolas verdes da urna, de modo que a probabilidade de se retirar
uma bola verde dobre, em relacdo da probabilidade inicial desse
experimento. Quantas bolas verdes ele deve colocar?

Yoo
0oV
000

Solugao. Inicialmente, é facil perceber que o espago amostral
é a totalidade das bolas, logo, tem 5 4+ 7 = 12 elementos;
dessa forma, a probabilidade de se retirar uma bola verde é
%. O dobro dessa fragao é

5 9 10 5

127 12 6

Agora, quando aumentamos o nimero de bolas verdes,
alteramos tanto o nimero de resultados favoraveis quanto o ta-
manho do espago amostral. Como ndo sabemos a quantidade
de bolas verdes que deverdo ser acrescentadas, representare-
mos esse valor por z. Nesse caso, o novo ntmero de bolas
verdes serd 5 + x e o novo nimero total de bolas serd 12 + z,
de forma que a nova probabilidade de se retirar uma bola

¢ S5+x
verde sera Tore
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Com isso, chegamos a equacao

5+x _§
1242 6

Multiplicando em x, obtemos 6(5 + ) = 5(12 4+ z), o que
nos da 30 + 6x = 60 + 5z. Resolvendo a equagao, chegamos
a x = 30, concluindo que devem ser acrescentadas 30 bolas
verdes. O

Observacgao. Uma abordagem alternativa é a seguinte: como
a fragao % é irredutivel, a quantidade final de bolas deve ser
um miultiplo de 6. Entéo, testando sucessivamente aumentos
de 6, 12, 18, 24 e 30 bolas, e calculando para cada aumento
a probabilidade de se retirar uma bola verde, encontramos
novamente 30 como o nimero de bolas verdes que devem ser
adicionadas.

Exemplo 3. Joagquim vai fazer um teste com 20 questies
objetivas, com cinco alternativas de resposta cada uma. Se
Joaquim ndao estudar e resolver chutar as respostas, qual a
probabilidade dele acertar todas as questoes?

Solugao. Uma vez que para cada questdo hé cinco alternati-
vas distintas, o Principio Multiplicativo assegura que existem
exatamente

5Xx5X5xX...x5=5%0

20 fatores
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formas diferentes de Joaquim responder ao teste. Essa é a
quantidade de elementos do nosso espaco amostral, ou seja,
a quantidade de casos possiveis.

Note que hd uma unica forma de se acertar todas as vinte
questoes, ou seja, hd apenas um caso favoravel. Considerando
que os chutes de Joaquim sejam realmente aleatérios, a pro-
babilidade de que ele marque corretamente todas as respostas

s
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Exemplo 4. Um numero inteiro de 1 a 100.¢ escolhido ao
acaso. Qual € a probabilidade de que o numero escolhido seja
maltiplo de 3 ou de 57

Solugao. O nosso espago amostral possui 100 elementos (os
ntmeros naturais de 1 a 100). ‘Queremos contar quantos
desses nimeros pertencem ao evento E: “ser multiplo de 3 ou
de 5.

Primeiro, contamos os multiplos de 3: como 100 = 3-33+1,
existem 33 multiplos de 3 (os ntmeros 3, 6, 9, ..., 99). Depois,
contamos os miultiplos de 5: como 100 = 5 - 20, existem 20

multiplos de 5 (os ntuneros 5, 10, 15, ..., 100).
Observe que se somarmos 33 + 20 = 53, contaremos os
numeros que sao multiplos tanto de 3 quanto de 5 — ou

seja, que sdo.multiplos de 15 — duas vezes (uma vez quando
contamos-os multiplos de 3 e outra quando contamos os
multiplos de 5). Mas 100 = 15 - 6 + 10, logo, hé 6 multiplos
de 15 entre-1 e 100 (os ntimeros 15, 30, 45, ..., 90). Portanto,
para corrigir esse excesso de contagem, devemos subtrair a
quantidade de multiplos de 15 que foi contada a mais. Assim,

|E| =33+20—6=47.

Por fim, a probabilidade procurada é

47
— =47%.
100 @
O
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Exemplo 5. Em uma gaveta totalmente escura hd 3 meias
vermelhas e 4 meias azuis, todas do mesmo modelo e tamanho.
Se vocé retirar duas meias ao acaso, uma apos a outra e sem
reposicdo, qual € a probabilidade de conseguir formar um par
da mesma cor?

Solucao. Imagine que as meias de cada cor-estejam numera-
das do seguinte modo: V1, V2, V3, Al, A2, A3 e A4.

O numero de elementos do espago amostral formado com a
retirada de duas meias em sequéncia é calculado pelo Principio
Multiplicativo: ha 7 opg¢bes de meias para a primeira retirada
e, como nao ha reposicao, sobram 6 opgdes para a segunda
retirada. Logo, o espago amostral possui 7 X 6 = 42 possiveis
resultados.

Para obtermos um par da mesma cor, temos dois cenarios
favoraveis distintos:

¢ Retirar duas vermelhas: Existem 3 opcoes para a
primeira meia e 2 opgoes para a segunda. Isso nos da
3 X 2 = 6 possibilidades.

¢ Retirar duas azuis: Existem 4 op¢oes para a primeira
meia e 3 opcoes para a segunda. Isso nos da 4 x 3 =12
possibilidades.

Assim, o total de casos favoraveis é a soma dos dois cendrios,
ou seja, 6 + 12 = 18. Logo, a probabilidade de formar um
par de meias da mesma cor é

153
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Exemplo 6. Trés dados cibicos honestos sao langados simul-
taneamente. Qual a probabilidade de que o produto dos trés
numeros obtidos nas faces superiores seja um nidmero impar?

Solugao. Vamos iniciar contando a quantidade de elementos
do espago amostral. Como cada dado possui 6 faces, utiliza-
mos o Principio Multiplicativo para obter 6 x 6 x 6 = 216
resultados possiveis no langcamento dos trés dados.

Agora, lembre-se de que o produto de varios ntmeros
inteiros resulta em um nimero impar se, e somente se, todos
os numeros multiplicados forem impares. Logo, o nosso evento
favoravel ocorre exclusivamente quando o 1°, 0 2° e o0 3° dados
mostrarem nimeros fmpares em suas faces superiores (ou seja,
os numeros 1, 3ou 5). Assim, temos 3 opgdes para o resultado
do primeiro dado, 3 op¢oes para o do segundo e 3 para o
do terceiro. Aplicando novamente o Principio Multiplicativo,
concluimos que a quantidade de casos favordveis é igual a

I3Ix3x3=27

Dessa forma, a probabilidade do produto ser impar vale

27 1
— = - =12,5%.
216 8 5%
O
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Exemplo 7. Em uma caiza hd 9 cartées idénticos, numerados
de 1 a 9. Se retirarmos dois cartées da caiza sucessivamente
e sem reposicdo, qual é a probabilidade de que a soma dos
numeros sorteados seja par?

1 28 3
i 5 | 6
/ 88 9

Solugao. Como sao retirados dois cartées em sequéncia, sem
reposicao, o Principio Multiplicativo garante que o espago
amostral é formado por 9 x 8 = 72 possiveis resultados.

Sabemos que a soma de dois ntimeros inteiros s6 resulta
em um numero par quando eles forem-ambos pares ou ambos
impares. Para analisar as situagoes favoraveis, observe que a
caixa contém os cartoes 2, 4, 6 e 8 com numeracao par e os
cartoes 1, 3, 5, 7 ¢ 9 com numeracdo impar. Assim, temos
dois casos possiveis:

e Soma de par .+ par: hd 4 nimeros pares disponiveis,
logo, 4 x 3 =12 formas de sortear dois nimeros pares
em sequéncia; sem reposicao.

¢ Soma de impar + impar: ha 5 nimeros impares
disponiveis, logo, 5 x 4 = 20 formas de sortear dois
nameros fmpares em sequéncia, sem reposicao.

Desse modo, o total de resultados favoraveis (soma par) é
igual a 12 4+ 20 = 32.

Assim, concluimos que a probabilidade de que a soma dos
numeros sorteados seja par é igual a

32 4
29
O
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Sugestoes ao Professor

Recomendamos separar mais dois encontros de 50 minutos
cada para discutir a resolucdo dos exercicios deste material.
Como o publico-alvo é formado por alunos do 6° e 7° anos,
que possuem maior maturidade matematica, o professor pode
estruturar as aulas expandindo a teoria da seguinte maneira:

e Ao longo da aula, destaque insistentemente a importan-
cia de descrever corretamente o espago amostral. Isto
porque o maijor desafio em problemas bésicos de pro-
babilidade costuma ser perceber quando-esse espaco
amostral reduz de tamanho apés a retirada de uma
carta de baralho ou de uma bola de uma urna.

e Aproveite os encontros para revisar os.conceitos de
fracoes equivalentes e o uso de incoégnitas em problemas
de probabilidade. Mostre aos estudantes que testar
multiplos de uma fragdo irredutivel é uma tatica per-
feitamente valida e, muitas vezes, mais rapida do que
resolver o problema por meio de equagoes.

o Comente varias vezes com os alunos que existe um re-
sultado avancado em Matematica que garante que se o
numero de testes for grande o suficiente, as frequéncias
relativas dos experimentos irdo convergir e se aproximar
das probabilidades reais e teéricas que acabamos de
calcular.  Isso favorece a internalizagdo de uma com-
preensao adequada do significado do calculo de uma
probabilidade.

e A Teoria da Probabilidade é a base de muitos métodos
estatisticos profundos e possui as mais diversas aplica-
¢oes praticas. Para encerrar o médulo, aconselhamos
apresentar a turma dados estatisticos simples de fontes
reais (como pesquisas do IBGE). Desafie os alunos a
interpretarem esses dados demograficos como probabi-
lidades puras.
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