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1 Introducao

Nesta aula, damos continuidade & interpretagao geométrica
das solugoes de sistemas de lineares. Vamos observar,
agora, o que acontece com sistemas de trés variaveis.

2 Equacao do plano

Antes de mais nada, vamos determinar a forma geral de
uma equagao de um plano dentro do espago euclidiano tri-
dimensional (o espago R?).

Lembre-se de que por trés pontos nao colineares passa
um Unico plano. Sejam, pois, A, B e C trés pontos nao
colineares em R? e seja o o plano determinado por eles.
Dado um ponto P qualquer em R?, com coordenadas car-
tesianas (z,y, z), queremos encontrar condigdes sobre x, y
e z que determinem se P pertence ou nao a «. Para isso,
vamos utilizar o que aprendemos no médulo sobre vetores;
em especial, vamos utilizar o conceito de produto misto de
vetores.

Para que P pertenca a «, é necesséario e suficiente que
os vetores Z;B, E e I@ sejam coplanares. Isso acontece
precisamente quando o produto misto entre eles é igual a
Zero, ou seja,

[ﬁ, AB, E] —0. (1)

Lembre-se de que o produto misto é obtido a partir do
produto escalar, que denotaremos por “-” e do produto
vetorial, que denotaremos por “x”, da seguinte forma:

[ﬁ,ﬂ;’,ﬁ} — AP. (A_B>><A_C)).

. -3 W -

Agora, observe que o produto vetorial AB x AC' é um
vetor perpendicular ao plano «. Dizemos que este vetor é
um vetor normal a «. Para simplificar;, vamos denota-lo
por . Como A, B e C nao sao colineares, as propriedades
do produto vetorial garantem que @ ¢ nao nulo. Sejam a,
b e c, nesta ordem, as coordenadas de © em R3, ou seja,
.
u = (a,b,c). Observe que, se'conhecermos as coordenadas
dos pontos A, B e C, podemos facilmente encontrar as

ey — . —

coordenadas de AB e de AC' e, em seguida, calcular AB x
AC. Sendo assim, osvalores de a, b e ¢ ndo dependem do
ponto P escolhido. Dessa forma, a equacao (Il pode ser
escrita como:

AP -7 =0.

Agora, denotando as_coordenadas do ponto A por
('r()vyOv ZO)) temos que AP = (.I —Z0,Y — Yo, 2 — ZO)' Daia

Z;B-U:O@(x—xo,y—yo,z—zo)-(a,b,c):O
& a(r — o) +b(y —yo) +c(z—20) =0
& ax 4 by + cz = axy + byg + c2o-

Por ultimo, observamos que os nimeros a, b, ¢, xg, Yo
e zo9 dependem apenas dos pontos A, B e C, mas nao

do ponto P. Sendo assim, podemos escrever d = axg +
byo +czp e a equagao do plano pode ser expressao de forma
simplificada como a seguir.

A equacdo de um plano em R? tem a forma:

ax + by +cz=d, (2)

onde a, b e ¢ nao sdo todos nulos.

Concluimos, entdo, que para qualquer plano o em R?
existem quatro ntimeros reais a, b, ¢, d tais que o conjunto
dos pontos (x,y,2) que pertencem a « sdo aqueles que
satisfazem a equagdo (2) acima. Reciprocamente, se a, b
e ¢ sdo reais quaisquer, ndao todos nulos, entao o conjunto
dos pontos (z,y, z) que satisfazem a equacao (2) determina
um plano normal ao vetor (a, b, ¢).

Veja que (2) generaliza de forma natural a equagdo da
reta, que possui forma geral axz + by = c.

Observacao 1. Se multiplicarmos ambos os lados da
equacao ax + by + cz = d._por um real nao nulo k, obtere-
mos_a equacdo equivalente kax + kby + kcz = kd. Dessa
forma, equacdes diferentes podem representar um mesmo
plano. Veja ainda que d = 0 se, e somente se, o plano
passa pela ponto (0,0,0) (origem). No caso em que d # 0,
para qualquer d'#£0 existem a', b’ e ¢ tais que a equagdo
a'z+b'y+c' z =d’ representa o mesmo plano que a equacao
original; de fato, basta escolher k = d'/d. Dessa forma, no
caso em que d # 0, é possivel escolher qualquer valor de d
e, a partir dele, determinar os valores de a, b e c.

Exemplo 2. FEncontre a equacdo cartesiana do plano
que contém os pontos A = (1,—1,3), B = (4,0,1) e
C=(213).

Solucao 1. Vamos seguir os passos descritos nesta secao.
Primeiro, calculamos as coordenadas dos vetores AB e AC":

E = (4705 1) - (15 _153) = (35 17_2)

;[6: = (27 153) - (17_173) = (17250)

Agora, vamos chamar de @ o produto vetorial ABx AC.
As coordenadas de ¥ podem ser obtidas aplicando-se o
algoritmo que aprendemos durante a aula sobre produtos
vetoriais._) N N

Sejam i = (1,0,0), 5 =(0,1,0), k£ = (0,0,1) os vetores
candnicos correspondentes aos eixos x, y e z, respectiva-
mente. Devemos, entdo, calcular o seguinte determinante:

T 7%
T={3 1 -2
1 2 0

Faremos isso seguindo a regra da Sarrus, como indicado no
diagrama a seguir:
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1 2 0 1 2

O resultado é:
T=07—-2] +6k—k+47i 07
=47 —27 +5k.

Dessa forma, obtemos U7 = (4, —2,5).

Lembrando que ¥ é um vetor normal ao plano 7 dese-
jado, na forma padrao azx 4+ by + ¢z = d da equacgao desse
plano podemos fazer a = 4, b = —2 e ¢ = 5, obtendo uma
equacao do tipo 4x — 2y + 5z = d. Resta, apenas, calcular
o valor de d. Para tanto, utilizamos o fato de que o ponto
A = (1,1, 3) pertence ao plano, obtendo

d=4-1+(-2)-(-1)+5-3=4+2+15=21
Logo, a equacao do plano 7 é:
dr — 2y + 5z = 21.
O

Solugdo 2. Chamemos de O o ponto (0,0,0). Primeira-
mente, vejamos se O pertence ou nao ao plano que passa
pelos pontos A_,} B e Q Para isso, basta examinar se os
vetores OA, OB e OC séo coplanar_es), 0 gue ode ser
feito calculando seu produto misto: [OA, OB, 0OC]. Como
OA =(1,-1,3), OB = (4,0,1) e OC = (2,1,3), dessa vez
vamos calcular o produto misto diretamente pelo determi-
nante:

N 1 -1 3

[OA,0B,0C] =14 0 1

2 1 3
=0-2+12-0-1+12

=21.

Como 21 # 0, temos que O ndo pertence ao plano deter-
minado por 4, BeC.

Agora, pela Observacido [, sabemos que a equagdo do
plano que passa por A, Be C é da forma ax +by+cz = d,
com d # 0. Também por aquela observagao, podemos es-
colher para d o valor que acharmos mais conveniente. Para
simplificar as contas, serd interessante fazer d = 21 (valor
do determinante que calculamos acima). Assim, queremos
uma equagao da forma

ax + by 4+ cz = 21,

que represente o plano do enunciado. Como este plano
passa pelo ponto A = (1,—1,3), podemos fazer x = 1,

y = —1 e z = 3 nesta equacao para obter a — b + 3¢ = 21.
Da mesma forma, usando que o plano passa pelos pontos
B =(4,0,1)e C = (2,1,3), obtemos o seguinte sistema de
equagoes:

a —b+3c=21
4a +c =21 . (3)
2a +b+3c=21

Por fim, utilizando qualquer método de resolucao de sis-
temas estudados anteriormente (por exemplo, o escalona-
mento gaussiano), encontramos ¢ = 4, b = —2, ¢ = 5 como
a solucao do sistema.

Logo, a equacao procurada para o plano é:

dr — 2y + bz = 21.
O

Observacao 3. Se, na solucdo anterior, tivéssemos esco-
lhido um outro valor para d, iriamos obter valores dife-
rentes para a, b e c. Por sua vez, isso resultaria em uma
equagao diferente, porém equivalente (uma vez que d #0)
para o plano do enunciado. Por exemplo, fazendo d = 1
teriamos obtido a = 4/21, b = —2/21 e ¢ = 5/21, o que
resultaria na equacdo:

4x 2y+5z
21 21 21

3 Sistemas com duas equacgoes

Considere um sistema linear com duas equagdes nas
variaveis z, y, z, digamos

a1 + b1y + 1z =ds
asx + by + coz = da

Vamos tratar apenas o caso em que aj, by e ¢; ndo sdo
todos nulos, assim como as, by e co ndo sdao todos nulos.

Pelo que vimos na primeira secao, cada equacgao do sis-
tema define um plano em R3. De modo andlogo ao que fi-
zemos na aula anterior, observamos que os pountos (x,y, z)
que sdo solugbes do sistema sdo aqueles que pertencem a
intersecao desses dois planos.

Sejam 7 e ma, nesta ordem, os planos definidos pelas
equacoes do sistema acima. No espaco, ha trés possibili-
dades para as posigoes relativas de dois planos: eles sao
paralelos, ou coincidentes, ou se intersectam em uma reta.
Interpretando cada um de tais casos, temos as seguintes
possibilidades:

(a) Se w1 e my sdo paralelos, entdo o sistema é impossivel,
pois ndo ha pontos que pertencem a ambos os planos.

(b) Se m e w2 sdo coincidentes, entdo o sistema é possivel
e indeterminado: qualquer ponto que pertenca a um
dos planos (e, portanto, a ambos) é solugao do sistema.
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(c) Se m e mo s@o concorrentes, entdo o sistema é possivel
e indeterminado, mas nem todo ponto que pertence a
um dos planos sera solucao. Neste caso, as solugoes do
sistema sao exatamente os pontos da reta de intersecao
dos dois planos.

Vejamos quando cada um desses casos acontece. Inicial-
mente, para que m; e Ty sejam paralelos ou coincidentes, é
necessario e suficiente que seus respectivos vetores normais
possuam a mesma direcdo. Por sua vez, isso implica que
esses vetores sejam multiplos um do outro. Agora, para
i=1ei=2, temos que (a;, b;, ;) é um vetor normal a ;.
Sendo assim, 71 e mo sdo paralelos se, e somente existe um
ntmero real k # 0 tal que (a1, b1,c1) = k(ag, ba, ca).

Para distinguir o caso em que os planos sao paralelos do
caso em que eles sao coincidentes, basta ver se essa cons-
tante de proporcionalidade k& também satisfaz a igualdade
d1 = kdy. Se isso for verdade, entdo vimos na primeira
se¢do que os planos 7 e my s@o coincidentes; contudo, se
d1 # kds, entéo os planos 71 e o sdo paralelos.

Reciprocamente, se ndo existe k tal que (a1, b1,c1) =
k(ag,be,co) entdo os planos tém vetores normais apon-
tando em diregoes distintas, de forma que sao concorrentes.

Por fim, veja que no caso em que as, b2, c2 € ds sdo todos
néo nulos, podemos escrever os casos (a)—(c) de forma mais
simples e natural:

- a
(a) m1 e w2 sdo paralelos se &%

gl=

__c
=

b1 C1

s

(b) m e w2 sdo coincidentes se &L = 2L .
az b2 C2 d2

@ bog ez

(c) m e my sdo concorrentes se as razoes 4L, 7
az 2 C2

forem todas iguais.

Exemplo 4. Resolva o seguinte sistema linear interpre-
tando suas equagoes geometricamente:

6r —4y +22 =28
9r — 6y + 3z =12

Solucao. Vamos chamar de 71 o plano determinado pela
primeira equacdo do sistema e de 75 o plano determinado
pela segunda equagao.

Sendo %1 e Uo 0s vetores normais aos planos m; e 7o,
respectivamente, temos u; = (6;—4,2) e @a = (9, —6,3).
Percebe-se facilmente que a razao entre as coordenadas de
71 e Wz é constante e iguala 2/3. Dessa forma, @1 = %172,
o que indica‘que U1 e Us sdo colineares.

Nossas * discussdes anteriores, juntamente com o
paragrafo anterior, garantem que os planos m; e 7o ou sdo
paralelos ou coincidentes. Mas, como a razao entre os ter-
mos independentes do sistema é % 0 que também ¢ igual
a %, podemos concluir que tais planos sao coincidentes.
Logo, o sistema ¢é possivel e indeterminado (h4 infinitas
solugdes).

Concluimos que um terno (z,y,z) de nimeros reais é
uma solucdo do sistema se, e somente se, eles satisfaz a

equagao 6x—4y+2z = 8. Simplificando, temos 3x—2y+z =
4 e, isolando z, temos z = 4—3x+2y. Por fim, observe que
temos a liberdade de escolher quaisquer valores reais para
as varidveis x e y, obtendo z, a partir desses valores, pela
igualdade acima. Assim, o conjunto-solucdo do sistema
pode ser expresso da seguinte forma:

S={(z,y,4 -3z +2y) :z,y € R}.
O

Exemplo 5. Resolva o seguinte sistema linear interpre-
tando suas equagoes geometricamente:

{6x—4y+2z:8 (4)
9z — 6y + 2z = 12 (5)

Solugdo 1. Como no exemplo anterior, sendo @1 e uUo 0s
vetores normais aos planos determinados pelas equacoes
do sistema, temos que: @1 = (6,—4,2) e Uz = (9, —6,2).

Como g %, concluimos que %1 e U2 nao sio coline-
ares. Entdo, os planos correspondentes sdo concorrentes,
logo, se intersectam em uma reta. Em particular, o sistema
é possivel e indeterminando, mas dessa vez todas as suas
solugoes pertencem a uma tnica reta. Assim, ao contrario
do exemplo anterior, em que tinhamos a liberdade de esco-
lher duas das varidveis de forma independente, dessa vez
todas as solugdes podem ser escritas em funcdo de uma
Unica variavel.

Vamos tentar escrever todas as variaveis em funcao de
x. Para tanto, comecamos subtraindo a equacao ) da
equagdo (B) para obter 3x — 2y =4, e dai y = (3z —4)/2.
Agora, substituindo o valor de y em uma das equacées do
sistema, por exemplo na primeira, obtemos:

3z —4)

6o — 4
v 2

+ 2z = 8.
Dal,

6r —2(83x—4)+22=8 = 6x—6x+8+22=38
= z=0.

Concluimos, entdo, que z deve ser sempre igual a zero.
Apesar de que em outros problemas poderiamos ter obtido
um valor diferente de z para cada z real, também nao ha
problema algum em z ser constante. Geometricamente,
isso indica que a reta que é solugdo do sistema dado esta
contida no plano determinado pelo eixo-z e pelo eixo-y.

Por fim, podemos escrever o conjunto-solu¢do como:

Sz{(w,h—;l,O):xER}.
O

Solugdo 2. Vamos exibir aqui um outra estratégia (bas-
tante geral) para determinar todas as solucoes de um sis-
tema de duas equagoes e trés variaveis.
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Sejam 71, T2, U1 ¢ U definidos como na solucdo ante-
rior, de sorte que %1 = (6, —4,2) e Uz = (9, —6,2). Vamos
. — —
comegar calculando o produto vetorial uw; X ws:

T xTo=|6 —4 2|=47 467 +0k = (4,6,0).
9 —6 2

Agora, observe que o vetor ¥ = (4, 6,0) é perpendicular
tanto ao vetor @W; como ao vetor Us, de sorte que sua
direcao é paralela aos planos 7 e mo.

Isso nos diz que, se somarmos um multiplo de ¥ a qual-
quer ponto A; pertencente ao plano 7y, iremos obter um
outro ponto pertencente a 7.

De fato, se A; = (x1,y1, 21) pertence a 71, temos

6x1 — 4y1 + 221 = §; (6)

por outro lado, ¥ = (4,6,0) é uma solugio da equagio
homogénea 6z — 4y + 2z = 0, isto é:

6-(4)—4-(6)+2-(0)=0. (7)

Portanto, para qualquer ntimero real k, se multiplicar-
mos a equagdo (7)) por k e somarmos o resultado com a
equagdo (@) obteremos:

6(x1 + 4k) — 4(y1 + 6k) + 2(21 + 0k) = 8.

Assim, (z1 + 4k,y1 + 6k, 21 + 0k) = A; + k¥ também é
uma solugdo da equagdo (@), logo, pertence ao plano ;.
Veja ainda que, ao variarmos k, o conjunto de pontos da
forma A; + kU determina uma reta.

Da mesma forma, se tomarmos qualquer ponto perten-
cente ao plano mo e somarmos a ele um multiplo de v
obteremos um ponto que também pertence a 7s.

Por fim, para obtermos uma solucao geral do sistema ori-
ginal, basta escolhermos um ponto particular P que per-
tenca tanto a m; como 7y e, em seguida, somarmos um
multiplo de ¥ a P. De fato, para qualquer k real, o ponto
P + k7 pertencerd tanto ao plano m; como a 2, logo, serd
uma solucdo. Além disso, ao variarmos k, geraremos to-
dos os pontos de umareta (que passa por P e tem dire¢ao
7). Como sabemos que todas as solugdes do sistema deste
exemplo pertencem a uma reta, ao variarmos k obteremos
todas as solucgoes.

Resta apenas encontrar um ponto P € w1 N2 (ou seja,
uma solucdo particular do sistema original). Uma maneira
simples de fazer isso é atribuir um valor arbitrario para
a varidvel = e, a‘partir desse valor, calcular os valores de
y e z que, junto com o valor atribuido a x, satisfazem o
sistema original.

Por exemplo, substituindo z = 1 nas equagoes ) e (&),
obtemos:

—dy+2z2=2
—6y+2z2=3

Resolvendo o sistema acima, obtemos y = —1/2 e z = 0,
de sorte que o ponto P = (1,—1/2,0) pertence & intersecao
dos planos 7 e mo.

Concluimos, entao, as solu¢oes do sistema original sao
precisamente os pontos da forma:

P+ kv =(1,-1/2,0) + k(4,6,0)
= (14 4k, —1/2 + 6k,0).

De outra forma, o conjunto-solucdo do sistema pode ser
representado por:

S = {(1 + 4k, —1/2 4 6k,0) : k € R}.
O

Observacdao 6. O conjunto S obtido na primeira solucao
do Ezemplo[d é o mesmo obtido na sequnda solugdo (caso
contrdrio, uma’das solucoes estaria incorreta), apesar de
que S estd sendo representado ‘de formas bem diferentes
nas duas solugées. Desse modo, temos:

Sz{(x,3x2_4,0) :xER}

= {(1+4k,—1/2+6k,0) : k € R}

Para encontrar-elementos especificos de S devemos atri-
buir valores para as varidveis livres, no caso, x ou k. Por
exemplo, fazendo x = 1, temos (3x—4)/2 = —1/2, e assim
obtemos a solugao (1,—1/2,0). Esta solugdo também pode
ser obtida tomando k = 0. Outro exemplo: se escolhermos
k =2, obteremos 1+4k =9 e —1/24+6k = 23/2, o que nos
fornece a solugdo (9,23/2,0). Esta mesma soluggo pode
ser obtida fazendo x =9, uma vez que (3-9—4)/2 = 23/2.

Por fim, ressaltamos que a terceira coordenada de todos
os pontos de S é sempre igual a zero, independentemente
dos valores escolhidos para x ou k.

Dicas para o Professor

Este material deve ser apresentado em conjunto com o
material da aula anterior, sobre sistemas de duas variaveis,
e da aula seguinte, sobre sistemas com trés equagoes e
trés varidveis. O conteido conjunto destas aulas pode
ser coberto em trés encontros de 50 min. Os alunos po-
dem ficar curiosos sobre o que acontece se tivermos qua-
tro ou mais variaveis. Enquanto em sistemas lineares com
duas varidveis cada equagdo corresponde a uma reta no
plano, e em sistemas com trés varidveis cada equagao
corresponder a um plano no espago, para obter inter-
pretagodes geométricas de sistemas lineares com quatro ou
mais variaveis seria necessario olhar para espacos euclidi-
anos de dimensbes 4 ou mais. Dali, surge o conceito de
hiperplano, o qual generaliza as noc¢des de reta e plano.
A visualizagao de tais objetos nao é uma tarefa facil, mas
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com alguma imaginacdo ela nao é impossivel. De fato,
da mesma forma que conseguimos representar objetos tri-
dimensionais em uma folha de papel (que possui apenas
duas dimensoes), por exemplo usando projecoes, também
podemos representar objetos de quatro ou mais dimensoes.
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