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1 Funcao quadratica

Neste material, apresentamos a definicado de funcgao
quadratica e sua forma candnica. Esta ultima é utilizada
no estudo de maximos e minimos de fungoes quadraticas.
Aqui, vamos utilizar bastante o que aprendemos no médulo
sobre equacoes do segundo grau do nono ano, de forma que
recomendamos fortemente que vocé revise o que aprendeu
14.

Uma funcao quadratica, ou de segundo grau, é uma
fungdo f : R — R cuja lei de formacao é da forma f(z) =
ax® +bx + ¢, onde a, b e ¢ sdo nimeros reais dados, sendo
a # 0. Observe que, se tivéssemos a = 0, obteriamos uma
funcdo afim, que ja estudamos em médulos anteriores.

Exemplo 1. A seguir, listamos alguns exemplos de fungoes
quadrdticas e identificamos o coeficiente de z2, o coefici-
ente de x e o termo independente, que chamaremos respec-
tivamente de a, b e ¢, como acima.

(a) f(x) =222 +3z+5: temosa=2,b=3 ec=5.
(b) f(x)=2%—4x: temosa=1,b=—4 ec=0.
(c) f(z) = —2®+5: temosa=—1,b=0¢ec=5.

2 Forma canoOnica

A forma candnica é uma outra maneira de expressar uma
funcdo quadratica dada. Ela é uma expressao do tipo

f(@) = alx —k)* + m, (1)

onde a, k e m sdo constantes e a # 0. No material
tedrico referente a préxima video-aula, veremos que a
forma candnica destaca um importante ponto do gréafico
da fun¢do quadratica: seu vértice. Por ora, para expressar
os valores de k e m em termos dos valores de a, b e ¢, execu-
taremos os cdlculos algébricos mostrados a seguir. Observe
que, da linha @) a linha (@), utilizamos a técnica de com-
pletamento de quadrados para o termo entre parénteses:

f(z) =az® +bx+c (2)

Chegamos, entdo, a seguinte expressao:

A forma canoénica da fungdo quadratica
f(x) =az? +bx+cé

f(:v):a(:c+2—lil>2—4%t. (8)

Comparando a defini¢do acima com (), concluimos que

b A
T T T T
Entretanto, frisamos novamente que, com um pouco de
pratica em exemplos praticos, muito melhor do que decorar
as expressoes acima é repetir os calculos algébricos que
levaram a (). Vejamos um exemplo.

Exemplo 2. Obtenha a forma canonica da funcdo de se-
gundo grau f(z) = 22% — 3z + 7.

Solugao. Conforme comentamos acima, repetiremos a
deducao geral nesse caso particular:

flx) =222 =30+ 7

Portanto, a forma candnica da funcdo quadratica dada

éf(x):2(:c—%)2+4§7. O

3 Maximos e minimos

Voltando & expressao geral (8) para a forma canonica, note
2, . .
que o termo (z + %) ¢ sempre maior ou igual a zero.

. 2
Assim, quando a > 0, temos que a (ZZT—I— %) > 0 para
todo x € R. Por outro lado, quando a < 0 temos que
a (x + %)2 < 0 para todo z € R. De qualquer modo, como
a # 0 em ambos os casos, a igualdade ocorre somente para
b

T+ % =0, isto ¢, quando x = —5-.

Fixemo-nos no caso a > 0, sendo a anélise do caso a < 0
totalmente similar. Entao, a (:C + %)2 > 0 para todo = €
R, de sorte que, gragas a (B, temos

b\ A A
r)=alx+—| —
fa)=a o+ 50)

com igualdade se e s6 se x = —%.
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Podemos, entdo, enunciar o resultado a seguir, o qual ex-
plica quando fun¢ées quadraticas atingem valores maximos
ou minimos, e em que ponto(s) o fazem.

Se a > 0, entao o valor minimo da fungao
f(x) = az® + bx + ¢, ao variarmos z em R, é
obtido somente quando x = —%. Ademais,

esse valor minimo ¢ igual a —=.

Se a < 0, entdo o valor maximo da fungao
f(x) = az® + bx + ¢, ao variarmos z em R, é
obtido somente quando x = —%. Ademais,
—A

esse valor miximo ¢ igual a —>.

O resultado acima é bastante importante em aplicagoes.
A fim de tornar patente tal importancia, examinamos al-
guns exemplos a seguir, a comegar por uma aplicacdo mais
simples.

Exemplo 3. Calcule o valor de ¢ na fungdo

2

T
= -3
Y 5 T +c

para que seu minimo seja 1/2.

Solugdo. Temos uma funcao quadratica na quala = 1/2e
b= —3. Como a > 0, vimos que a fun¢ado realmente atinge
um valor minimo, e que tal valor é igual a —%. Como é
da(Aio que o valor minimerm questao é igual a 1/2, temos

- = % Portanto, —T = %, o que fornece A = —1.

Por outro lado,
1
A=b2—4ac=(—3)2—4-§-c:9—2c,

e dail
9—2c=-1 = 2¢=10 = c=5.

O

A sequéncia dos préximos cinco exemplos mostra que,
para aplicar a teoria de méaximos e minimos de funcoes
quadraticas, uma etapa preliminar de modelagem é fre-
quentemente necessaria.

Exemplo 4. Tenho material suficiente para erquer 20m de
cerca. Com ele pretendo construir um cercado retangular
de 26m? de drea. E possivel fazer isso? Se for, quais as
medidas dos lados deste retangulo.

Solugao. Seja x o comprimento e h a altura do retangulo.
A fim de fazer o retangulo maior possivel, devemos usar
todo o material de que dispomos para a cerca. Sendo as-
sim, 2z + 2h = 20 ou, o que é o mesmo, h = 10 — x.

Por outro lado, a adrea do retangulo pode ser obtida em
funcdo de z pela expresao:

S(z) =2 -h=2(10 — x).

Logo, S(x) = 10z — 22, e temos uma func¢do quadratica em
que a = —1,b=10 e ¢ = 0. Dessa forma, A = b? — 4ac =
100 4+ 0 = 100 e, como a < 0, o resultado anterior garante
que S(x) possui um valor mdzimo, que é igual a

A —100
4a  4-(—-1)

Portanto, a maior area possivel para o retAngulo é 25m?,
e concluimos que nao é possivel construir um cercado de
26 m?. O

Exemplo 5. Mostre que, se dois niumeros positivos tém
soma constante, entdo seu produto é mdaximo Somente
quando eles forem iguais.

Solugao. Sejam x e y os dois nimeros e s = x + y sua
soma. Estamos assumindo que s é fixo e que x e y podem
variar, e queremos encontrar o valor maximo do produto
p =zy. Como y =b — z, temos que:

p=ry =a(s — 1) = sz — 2°.

Veja agora que;na fungao de segundo grau f(z) = sz —

22, o coeficiente de 2% é a = —1, ao passo que o coeficiente

de z é b =3s. Como a < 0, a fungdo assume um valor
S

méximo, o fazendo somente quando z = — & = ——5% - =
J 2a 2(—1)

s/2. Mas, quando tivermos = = $/2, seguird de  + y =
squey =s—xr=s5—45 = 5. Assim, quando f(z) ¢é
méximo, temos que x = y = §/2; em particular, x e y
serao iguais.

O

Observe, agora, a relacao entre o resultado do exemplo
anterior com o do proximo.

Exemplo 6. Mostre que, se o produto de dois nimeros po-
sitivos € constante, entao sua soma € minima quando eles
forem iguais.

Solugao. Sejam = e y os dois niimeros positivos, e p seu
produto. Estamos assumindo que p é dado e que = e y
podem variar, mas sujeitos ao vinculo xy = p.

Se s =z + y, temos que = e y sao raizes da equacao de
segundo grau (em u) u? — su+ p = 0. Como sabemos que
tal equagdo possui raizes reais, devemos ter A > 0. Dali,
52 —4p > 0 ou, o que é o mesmo, |s| > 2,/p.

Como z e y sdo positivos, temos que s > 2,/p. Por fim,
veja que o valor minimo 2,/p para s pode ser obtido apenas
se A = 0. Mas, sendo esse o caso, a equacio u?—su+p =0
terd raizes iguais, de sorte que z =y = 3. O
Exemplo 7. Certa empresa transporta 2400 passageiros por
més, da cidade A para o cidade B. A passagem custa 20
reais e a empresa deseja aumentar o preco. No entanto,
o departamento de pesquisa dela estima que, a cada 1 real
de aumento no prego da passagem, 20 passageiros deirardo
de viajar pela empresa. Neste caso, qual deve ser o preco
da passagem, em Teais, para mazimizar o faturamento da
empresa?
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Solugcdao. Vamos chamar de z o valor, em reais, do
acréscimo no prego da passagem. O faturamento da em-
presa é uma fungdo que depende do valor de z, que cha-
maremos de F(z). Conforme dito no enunciado, quando o
acréscimo ¢é igual a z, estima-se que 20x pessoas deixarao
de usar o transporte. Assim, restardao 2400 — 20x passagei-
ros e cada um deles ird pagar 20 + x pela viagem. Logo, o
faturamento serd: F'(z) = (20 + z) - (2400 — 20z).
Simplificando, temos que:

F(x) = 48000 — 400z 4 2400z — 2022
= —20z2 + 2000z + 48000.

Como o coeficiente de z? é negativo, o valor de = que
maximiza o faturamento realmente existe, sendo:

b 2000
—— =————-=150.
2a 2. (—20)
Como z é o valor do acréscimo, temos que o valor da pas-
sagem (que maximiza o faturamento) é 70 reais. O

Exemplo 8. Uma indistria produz mensalmente x lotes de
um produto. O faturamento mensal resultante da venda
destes lotes é v(z) = 32% — 12z e o custo mensal de
producio é dado por c(x) = 5% — 40z — 40. Qual € o
numero de lotes mensais que essa industria deve vender
para obter lucro mdximo?

Solugao. O lucro pode ser obtido subtraindo-se o custo
mensal de producdo do faturamento mensal pela venda.
Assim, para cada z lotes produzidos, a empressa lucra

f(x) = —22° + 28z + 40.

Esta é uma funcdo quadratica para a quala = —2, b =28
e ¢ =40. Como a < 0, ela atinge seu valor maximo quando

b 28

2a N N

SN RN

xr =

Logo, a empresa deve produzir mensalmente 7 lotes do
produto. O

Exemplo 9. Uma lanchonete wvende, em média, 200
sanduiches por noite, ao preco de 6,00 reais cada um. O
proprietdrio observa que, para cada dez centavos de real que
ele diminui no preco, a quantidade média de sanduiches
vendida aumenta em 20 unidades. Considerando o custo
de 4,50 reais para produzir cada sanduiche, calcule o preco
de venda que dard o maior lucro possivel ao proprietdrio.

Ideia da solugao. Suponha que o valor na reducdo do
preco do sanduiche tenha sido de 0,10x reais. Neste caso,
serdo vendidos 200 + 20z sanduiches. Se F(x) é o valor do
faturamento apés essa reducao, entao:

F(z) = (6 —0,10z) - (200 + 20x).

Simplificando, temos que
F(x) = 1200 + 100z — 2.

Por outro lado, o custo C(z) para produzir os 200 + 20z
sanduiches é C(x) = 4,5 - (200 + 202) = 900 + 90z.
Assim, o lucro L(z) é igual a

L(z) = F(z) — C(x)
=300 + 10z — 222

O valor méximo de L(z) serd atingido quando

—10 10
=— > = — =250
T SR
Assim, para que o lucro seja maximizado, a redugdo no
prego do sanduiche deve ser de 0,1 -2,50 =0,25 reais (i.e.,
25 centavos). Sendo este o caso, o novo prego pelo qual o
sanduiche devera ser vendido é 5,75 reais. O

Antes de concluir este material, observamos que nem
todo_problema envolvendo fungoes de segundo grau e em
cujo enunciado aparecem referéncias a valores maximos ou
minimos deve ser resolvido com o resultado obtido no inicio
desta secao. Esse é o/caso do nosso tltimo

Exemplo 10. A temperatura T de um forno (em graus
centigrados) € reduzida por um sistema a partir de seu des-
ligamento (instante t = 0). Mais precisamente, controlada
por um mecanismo, ela varia de acordo com a expressao
T(t). = —% + 400, com t medido em minutos e T(t) em
graus Celsius. Por motivos de sequranca, a trava do forno
s0 € liberada para abertura quando ele atinge a temperatura
de 39°C. Qual o tempo minimo de espera, apds se desligar
o forno, para que a porta possa ser aberta?

Solugdo. Veja que, & medida que ¢ aumenta (a partir de
0, obviamente), o valor de T'(t) apenas diminui. Sendo
assim, o forno poderd ser desligado no instante ¢ > 0 em
que T'(t) = 39. Dessa forma,

t2

—7 T400=39 — t? =4-361
= t* = 38?
— t = 38 min.

Veja que no ultimo passo foi onde usamos ¢t > 0. O

Dicas para o Professor

Sugerimos que o conteido desta aula seja tratado em pelo
menos dois encontros de 50 minutos, com amplo tempo
alocado para resolugao de exercicios. Nossa experiéncia diz
que, ainda um ou mais alunos compreendam relativamente
rapidamente o porqué de uma funcao quadratica assumir

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



seu valor minimo (resp. méximo) quando a > 0 (resp.
a < 0), a passagem desse ponto para a modelagem de
problemas de maximos e minimos com fungoes quadraticas
é uma etapa bastante dificil de ser transposta.

As referéncias abaixo contém vérios outros exemplos e
problemas propostos envolvendo méximos e minimos de
fungdes quadraticas.
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