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1 O circulo trigonométrico

O circulo trigonométrico é o circulo de raio 1 e centro
na origem, o ponto (0,0), do plano cartesiano. (Ver nota de
rodapé)E]

Sejam O = (0,0) e A = (1,0) (esses nomes serdao mantidos
ao longo de todo o texto). O ponto O é a origem do plano
cartesiano e centro do circulo trigonométrico. Como todos os
pontos do circulo trigonométrico estao a distancia 1 do ponto
O, temos que esse circulo intersecta o eixo-z no ponto-A. O
ponto A é chamado de origem do circulo trigonométrico
(ou, simplesmente, origem). Isso porque iremos “caminhar’
sobre o circulo partindo do ponto A.

Vamos denotar por P(z,y) um ponto P do plano carte-
siano que tenha coordenadas (z,y). Suponha que P esteja
sobre o circulo trigonométrico. A cada ponto P, podemos
associar dois arcos que percorrem o circulo partindo da ori-
gem, A, em dire¢do a P, um no sentido anti-horario e outro
no sentido horario. Em Matematica, convenciona-se que o
sentido positivo é o anti-horario, conforme indicado na
Figura [l Naturalmente, o sentido negativo ¢ o horario.

Um arco orientado é um arco para o qual foi atribuido
um sentido (no qual o arco é percorrido): anti-horario ou
horério. Seguindo a convencdo do pardgrafo anterior, define-
se a medida algébrica de um arco orientado como seu com-
primento, no caso de arcos no sentido anti-horario, e seu
comprimento multiplicado por —1, no caso de arcos no sen-
tido horario. Note que o comprimento do arco é sempre
positivo, mas sua medida algébrica depende se seu sentido.

)

A notacéo AP seré utilizada para indicar um arco orien-
tado positivo de A para P, que possui angulo central ZAOP.
Dizemos que AP é o arco associado ao ponto P. Note que

LA primeira video-aula deste médulo traz uma breve introdugio &
férmula da distdncia entre pontos e a equagao geral de um circulo. Caso
o leitor queira um texto sobre isso, recomendamos a aula “Distancia
entre Dois Pontos” do Mdédulo “Geometria Analitica 2” e a aula “Circun-
feréncia” do Médulo “Geometria Analitica 2”. Neste texto, focaremos
apenas no caso do circulo trigonométrico.
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o sinal do arco nao depende dele ser o arco maior ou o arco
menor, determinado pelos pontos A e P.

y
P(x,y)

Figura 1: sentidos no circulo trigonométrico.

Na aula passada, observamos que o comprimento de um
arco medido sobre um circulo de raio r e cujo dngulo central
mede «a radianos é dado por Cyeo = ra. E interessante
observar que, como no ecirculo trigonométrico temos r = 1,
isso garante que o'comprimento de um arco desse circulo é
igual a medida de seu-angulo central em radianos.

Os eixos 'do plano cartesiano dividem o circulo trigo-
nométricoem quatro partes. Cada parte é chamada de
quadrante e os quadrantes sdo numerados de I até IV (um
a quatro em algarismos romanos), também em sentido anti-
horéario, sendo que o primeiro quadrante é aquele formado
pelos pontos em que as ambas coordenadas sdo positivas (veja
a Figura .

Observe que cada quadrante determina exatamente se
as abcissas e as ordenadas de seus pontos sao positivas ou
negativas. De fato, nos quadrantes I e IV temos que as
abcissas sdo positivas (pois esses quadrantes estdo a direita
do eixo-y e, portanto, seus pontos possuem coordenadas x
positivas); por outro lado, nos quadrantes IT e IIT as abcissas
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Figura 2: o circulo trigonométrico e alguns arcos positivos.

sdo negativas. De forma semelhante, nos quadrantes I e II
temos que as ordenadas sdo positivas (pois os pontos do
circulo situados nesses quadrantes estao acima do eixo-z,
ou seja, na dire¢ao positiva do eixo-y), enquanto que nos
quadrantes IIT e IV as ordenadas sdo negativas.

Partindo do ponto A(1,0) e caminhando sobre o circulo no
sentido anti-horario (positivo), marcamos os valores que apa-
recem-da Figura 2| (7/6,7/3,7/2,...), que indicam a medida
algébrica do arco que vai de A até o ponto correspondente.
Por outro lado, partindo de A e caminhando sobre o circulo
no sentido hordrio (negativo), marcamos os valores que apare-
cem da Figura 3| (=7 /6, —7/3, —7/2,...). Lembre-se de que

o comprimento total do circulo trigonométrico é 2.
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Figura 3: o circulo trigonométrico e alguns arcos negativos.

2 Linhas trigonométricas

Para todo ponto P sobre o circulo trigonométrico, o compri-
mento de AP é igual'a medida de ZAOP em radianos. Assim,
os numeros indicados sobre o circulo da Figura |2| também
representam angulos. Um ponto crucial é que podemos obter
0 seno; o cosseno e a tangente desses angulos usando o circulo
trigonométrico, como veremos a seguir.

A Figura @LEIOS mostra um ponto P associado ao angulo a
(ou ao arco AP, o que é 0 mesmo). Como 0 < a < 7/2,
temos que P pertence ao primeiro quadrante do circulo trigo-
nométrico.

No modulo “Razodes Trigonométricas no Triangulo Retan-
gulo: Seno, Cosseno e Tangente” do Nono Ano, ji haviamos
definido o que sdo o seno, o cosseno e a tangente de um angulo
entre 0° e 90°, usando tridngulos retdngulos. Traduzindo
aquela definicdo para radianos, seja o um dos angulos de um
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Figura 4: circulo e razbes trigonométricas.

tridngulo retdngulo, de forma que, em radianos, 0 < o < /2.
Entao, temos

medida do cateto oposto a «

sen a=
medida da hipotenusa
medida do cateto adjacente a «
coso = . :
medida da hipotenusa
medida do cateto oposto a «
tga =

medida do cateto adjacente a o

Tragando a perpendicular de P ao eixo-z, obtemos um
tridngulo retangulo (destacado em cinza, na Figura ; como
a hipotenusa desse tridngulo é um raio, ela mede 1. Dessa
forma, pela formula de cos « acima, o valor de cos « é igual
ao comprimento do cateto adjacente a . Note, também pela
figura, que esse comprimento é igual a abcissa do ponto P,
ou seja, a coordenada z desse ponto. Analogamente, o valor
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de sen « é igual a coordenada y de P. Ou seja,

P = (cos a,sen o). (1)

Por essa razdo, renomeamos os eixos de nossa figura como o
eixo dos cossenos (horizontal) e o eixo dos senos (vertical).
(Na proxima aula, veremos também como obter a tangente
de « usando o circulo trigonométrico).

Veja que as defini¢coes de seno, cosseno e tangente com
base no tridngulo retangulo se aplicam apenas para angulos
(ou arcos) entre 0 e m/2 radianos. Dado um arco.« fora deste
intervalo, define-se o seno e o cosseno de a estendendo o que
fizemos acima. Mais precisamente, consideramos o ponto
P do circulo trigonométrico associado a « e simplesmente
definimos cos a como a abcissa de P esen o como a ordenada
de P, de modo que a equacao [I] seja satisfeita para todo a.

Assim é que, para o arco = m/2, temos que o ponto
P associado a o é P = (0, 1); logo, definimos cos(7/2) =0
e sen(m/2) = 1. Da mesma forma, cosm = —1 e senw = 0,
cos(3m/2) = 0 e sen(37/2) = —1, cos(2m) = 1 e sen(27) = 0.
(Verifique esses valores, identificando as coordenadas dos
pontos associados a tais arcos no circulo trigonométrico.)

A Figura [5| mostra um exemplo com P no segundo qua-
drante, isto é, com m/2 < a < m. Veja que, nesse caso, temos
cosa < 0 esena > 0. Em geral, os sinais de cosa e sena
correspondem aos sinais das abscissas e ordenadas em cada
quadrante, conforme mostrado na Figura

Ainda nas notagoes da Figura [5] se § = m — «, entao
0 < B < 7/2, de modo que cos 8 > 0 e sen 8 > 0. Por outro
lado, observando o tridngulo retdngulo sombreado, temos
sen 8 = sen« e cos 5 = | cos |, de sorte que sen 5 = sena e
cos f = —cos .

Uma andlise similar, com « pertencente a outro quadrante
qualquer do circulo trigonométrico, mostra que as féormulas
acima valem sempre, isto é, que
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Figura 5: seno e cosseno no segundo quadrante.

sen(m —a) =sena e cos(m—a) = —cosa. (2)

3 Congruéncia de arcos

Conforme a discussdo anterior ja sugere, muitas vezes sera
conveniente trabalharmos com dngulos/arcos maiores do que
27, bem como com angulos/arcos negativos. Por exemplo, o
que significa um arco de 450°7 Como 450 = 360+90, percorrer
um arco de 450° sobre o circulo é o mesmo que percorrer 360°
seguido de 90°, ou seja, dar uma volta completa seguida de
um quarto de volta. Assim, um arco (no sentido anti-hordrio)
que mede 450° e possui o ponto A = (1,0) como extremidade
inicial terd sua extremidade final no ponto B = (0,1) — que
também é a extremidade final de um arco de dngulo central

http://matematica.obmep.org.br/ P.7
matematica@obmep.org.br



90°, medido no sentido anti-horario a partir de A.

Evidentemente, toda a discussdo do paragrafo anterior
também faz sentido em radianos: como 450° = 57 /2 ¢ 5 /2 =
27 +m/2, percorrer um arco de 57/2 radianos no sentido anti-
horario e a partir de A = (1,0) nos leva ao ponto B =
(0,1) como extremidade final, ponto este que também ¢é a
extremidade final de um arco de 7/2, medido no sentido
anti-horario a partir de A.

Quando (como acima) dois angulos/arcos possuem as mes-
mas extremidades, dizemos que eles sao congruentes. Perceba
que o arco AB também é congruente ao arco /371; este ultimo
pode ser obtido partindo de A e percorrendo 360 — 90 = 270
graus no sentido horario.

Como arcos congruentes possuem as mesmas extremida-
des, a diferenga entre eles corresponde a um certo niimero de
voltas completas em torno do circulo trigonométrico, e isso
vale mesmo no caso em que um ou ambos os arcos sdo negati-
vos. Por exemplo, outra maneira de perceber que —3m/2 e 7/2
sdo arcos congruentes ¢ observando que 7/2 — (—37w/2) = 27,
o que corresponde a uma volta completa em torno do circulo
trigonométrico. Assim, um arco de 7/2 radianos pode ser
obtido primeiro percorrendo um arco de —37/2 radianos
e, em seguida (e a partir da extremidade final desse arco),
percorrendo um arco, no sentido anti-hordario, de 27 radianos.

Para outro exemplo, angulos de medidas 780° e 60° sao
congruentes.. Realmente, como 780 = 60 + 2 - 360, temos que
um angulo-de 780° é obtido percorrendo 60° e mais duas
voltas completas, como indicado na proxima figura.
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De modo geral, se « e S sdo as medidas em radianos de
dois arcos (positivos ou negativos), temos « e 3 congruentes

se, e somente se,
a—p=2r-k,

para algum ndimero inteiro k.
. 3 ~ .

Em particular, se AP = a e AQ = [ sao dois arcos
congruentes no ciclo trigonométrico, entdo P = @ e, dessa
forma, arcos congruentes possuem 0s mesmos Senos € 0S
mesmos cossenos. Em simbolos,

a5:27r-k,k€Z:>{ sena = sen f
cosa = cos 3

a—B=2r -k kel = {Sena:senﬁ’
cosa = cos 3.

Exemplo 1. Seja A = (1,0). Encontre o comprimento do arco

AP, entre 0 e 2w, que é congruente a 27w /4 radianos. Em
sequida, indique em qual quadrante do circulo trigonométrico
se encontra o ponto P e calcule o seno e o cosseno de 277 /4.

Solugao. Veja que

27r 24m 37 3T 3m
_—— _— = _— = 2 . _
1 1 1 6m + 1 w3+ 1
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Isso quer dizer que, saindo do ponto A e percorrendo sobre
o circulo um comprimento de 277 /4 no sentido anti-horario,
damos 3 voltas completas no circulo e, depois, ainda percor-
reremos 37/4 (também no sentido anti-horério). Logo, AP
mede 37 /4.

s 3
Por fim, veja que 5 < i < 7, de sorte que o ponto P
estd situado no segundo quadrante (ou seja, no quadrante IT)
do circulo trigonométrico. Como 7 — 37w /4 = 7/4 radianos,

que correspondem a 45 graus, pelo que estudamos na-secao
anterior, fazendo a = 37 /4 e f = 7/4 temos:

(21) ~en (34) —sen (1) =2,
(21) ~ o (34> s ()22

A menor determinacido positiva de um arco « é o valor
do menor arco ndo-negativo 8 que € congruente a ele. De
outra forma, devemos ter 0.< 5 < 27 e a« — 5 = 27 - k, para
algum inteiro k. Por outro lado, a maior determinacgao
negativa de « é o0 arco . < 0 de menor valor absoluto tal que,
(saindo de A e) percorrendo o comprimento || no sentido
horario, chegamos a P. Evidentemente, § — v = 2.

O

Exemplo 2. Calcule o arco, em radianos, equivalente a um
angulo de 1500°." Em sequida, encontre a menor determinac¢do
positiva e.a maior determinacdo negativa desse arco.

Solugao. Primeiramente, veja que, em radianos, o angulo
de 1500° corresponde a

1500 , _ 25w
360 7T 3

radianos.
Para calcular a menor determinacao positiva desse arco,
dividimos 25 por 3, obtemos

25 m ™

— =38 — =274+ -

3 T3 TS
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jus

Portanto, a menor determinagdo positiva ¢ ¥ e a maior de-
terminacdo negativa é

T 5
Zoor=-2"
3 TT 3

Exemplo 3. Calcule o valor de sen(1560°) e cos(1560°).

Solugao. Primeiramente, vamos calcular a menor deter-
minagdo positiva de 1560°. Podemos fazer isso diretamente
em graus (sem a necessidade de converter para radianos),
calculando o resto da divisao de 1560 por 360.

Veja que

1560[360
14404
120

Assim 1560 = 4 x 360 + 120. Ou seja, 1560° é congruente a
120°, que é um angulo do terceiro quadrante. Logo,

sen(1560°) = sen(120°) . e  cos(1560°) = cos(120°).

Agora, observe que 120° é um angulo localizado no se-
gundo quadrante. Usando a equagéo, com angulos conver-
tidos para graus; ou observando a Figura [5}temos que:

V3
2 )
1
c0s(120°) = — cos(180° — 120°) = — cos(60°) = —5

sen(120°) = sen(180° — 120°) = sen(60°) =

Dicas para o Professor

Sugerimos que o conteido desta aula seja abordado em
um ou dois encontros de 50 minutos. A referéncia [1] desen-
volve os rudimentos de Trigonometria necessarios a aplicagoes
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geométricas. A referéncia [2] traz um curso completo de
Trigonometria.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Volume
2: Geometria Euclidiana Plana. SBM, Rio de Janeiro,
2013.

2. G. lezzi Os Fundamentos da Matemdatica Elementar, Vo-
lume 3: Trigonometria. Atual Editora, Rio-de Janeiro,
2013.

http://matematica.obmep.org.br/ P.12
matematica@obmep.org.br



	O círculo trigonométrico
	Linhas trigonométricas
	Congruência de arcos

