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1 Simplificagcao de fracoes algébri-
cas

Uma fracao algébrica é uma expressao algébrica da
forma g, em que P e ) sao polindmios e () nao ¢é identica-
mente nulo. Assim como em fragoes numéricas (nimeros
racionais), P é chamado o numerador da fragdo e Q é o

seu denominador. Sao exemplos de fragoes algébricas:

1 —abe
e .
a? + b2 +c2

4oy — 2

2
x’ bry? — 213y
Para simplificar uma fragao algébrica, a regra bésica é
fatorar o numerador e o denominador e, em seguida, cance-
lar os termos comuns aos dois. Também como com fragoes
numéricas, quando uma fragao algébrica é obtida a partir

de outra através de uma simplificagao, dizemos que essas
duas fracoes algébricas sao equivalentes.

Exemplo 1. Simplifique a fracdo algébrica

3ab + 3b% + 6bc
6a2 + 6ab + 12ac’

Solucgao. Pondo o fator 3b em evidéncia no numerador e
o fator 6a em evidéncia no denominador, obtemos:

3ab + 3b% + 6bc

6a2 + 6ab+ 12ac

Exemplo 2. Simplifique a fra¢do algébrica

4o — 12

2 -9
Solucgao. Utilizando a férmula para a_diferenga de dois
quadrados, temos:

?—9=2"=3%=(z+3)(z - 3).

Portanto, colocando o fator 4 em evidéncia no numerador,
obtemos

e —12  4x—3) 4
r+3

w2 =9 (z+3)z—3]

Exemplo 3. Simplifique a fracdo algébrica

a? + ab — 5a — 5b
a?+T7a+ab+7b

Solugao. Comegamos fatorando o numerador e o denomi-
nador por agrupamento, obtendo

a® 4+ ab — 5a — 5b = (a® — 5a) + (ab — 5b)
=a(a—>5)+bla—15)
=(a—5)(a+0b)

a® 4+ Ta + ab+ Tb = (a® 4 7a) +(ab + 7b)
=ala+7)+bla+7)
— (a+T)a+b).

Dal, segue que

a—>5
a+7

a?+ab—5a—5b  (a—5)(atb]
a2 +7a+ab+7b  (a+T7)(at+b]

Exemplo 4. Simplifique a fra¢ao algébrica

B =2+ r—1
2 —2x+1

Solugao. Novamente, fatoramos o numerador por agru-
pamento para obter:

Pt —1=00%-2*)+(x-1)
=2}z -1)+1-(z-1)
= (2 +1)(z - 1).

Por outro lado, o denominador é um trinémio quadrado
perfeito. De fato, temos 2% — 2z +1 = (x — 1)2. Dafi, segue
que

?—2?+r—-1 (2+1)(x—1)
2 —-22x4+1 (x —1)2

_ @+ D1y

(- D1

2 +1

r—1"

O

2 Adicao e subtracao de expres-
soes algébricas

Antes de definirmos como adicionar duas fragoes algé-
bricas, recordemos que se duas fragoes numéricas possuem
o mesmo denominador, entao a soma dessas duas fragoes
é a fracao cujo denominador é o mesmo das duas parcelas
e cujo numerador é dado pela soma dos numeradores das
parcelas.
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Por outro lado, se os denominadores sao diferentes, basta
encontrarmos duas fragoes com denominadores iguais, cada
uma das quais equivalente a uma das parcelas da soma, e,
em seguida, somar essas duas fracoes (que agora ji pos-
suem um mesmo denominador). Normalmente, esse deno-
minador comum ¢é dado pelo mmc dos denominadores das
duas fragoes, mas também pode-se tomar, por exemplo,
simplesmente o produto dos dois denominadores.

Com fragoes algébricas procedemos de modo andlogo.
Se duas fracoes algébricas sao dadas por g e %, definimos
sua soma pondo

P n P P+ P
QR Q Q

’

A diferenca entre g e % (nessa ordem) é definida de
modo semelhante:

p P P-P

Q Q@ Q
Por exemplo, temos:
2 b 2+0D
a' a a
¢ 1 T _ 1—-2z
2?+20+y 22+20+y 22+220+y

Se os denominadores das duas fragoes algébricas em
questao sao diferentes, primeiro devemos encontrar duas
fragoes algébricas equivalentes as fracoes algébricas dadas
inicialmente e que possuam um mesmo denominador. Em
seguida, somamos (ou subtraimos, conforme o caso) es-
sas duas udltimas fragdes algébricas (que agora possuem o
mesmo denominador) conforme definimos acima.

Mais precisamente, uma vez que as fracoes algébricas g
e % sao respectivamente equivalentes as fracoes algébricas

PQ o P'Q i i 5
o0 € 5o definimos a soma e a diferenga das fracoes

/
algébricas g e % (nessa ordem, no caso da diferenca)

pondo
P P PQ +PQ

Qg TPy
) PP PQ-PQ
Q Q/_ P/Q/

Chamamos o processo de encontrar essas fragoes algébri-
cas equivalentes as fragoes dadas inicialmente de reducao
ao mesmo denominador. Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 5. Efetue a soma de fracoes algébricas abaixo:

1 1
r+y x—y

Solugao. Temos:

1 1
Tty T—Y

(z=g) + (247 2z

(z+y)(z—y) a2—y?

Note que na ultima iguladade utilizamos a férmula do pro-
duto da soma pela diferenga, produto notavel discutido no
modulo de expressoes algébricas. O

Para reduzir ao mesmo denominador podemos fazer
como acima, multiplicando o numerador e o denominador
de cada fracao algébrica original pelo denominador da ou-
tra. Entretanto, se os denominadores das fracoes originais
tiverem grau alto, esse processo pode dificultar bastante
os calculos.

Nos trés exemplos a seguir veremos outro procedimento
para reduzir fracoes algébricas ao mesmo denominador,
o qual se assemelha bastante ao processo de reducao de
fragoes numéricas a um mesmo denominador, calculando o
mmc de seus denominadores. Teremos mais a dizer sobre
isso logo apds examinarmos tais exemplos.

Exemplo 6. Efetue a diferenca  de fragdes algébricas
abaizo:
a 1

a+2 a2t4a+4

Solugao. Observe que a?+4a-+4 é um trindémio quadrado
perfeito. De fato, temos:

a* +4a+4 = (a+2)>%
Portanto, para reduzir as fragoes algébricas a um mesmo

denominador, multiplicamos o numerador e o denominador
da primeira fragao por a + 2, obtendo assim:

a 1 _ala+2) 1
a+2 a®+4a+4 (a+2)?2 a®>+4a+4
_ a’+2a 1
T a2+4a+4 a?+4a+4
B a?+2a—1
a2 +4a+4

O

Exemplo 7. Efetue a soma de fracoes algébricas abaizo:

a n 2b n b
a—b a2—-0b> a+0b

Solugao. Para reduzir as trés fragoes algébricas dadas na
adicao acima a um mesmo denominador, podemos mais
uma vez lancar mao da férmula do produto da soma pela
diferenca de dois termos:

a® —b* = (a+b)(a—0).

Realmente, se multiplicarmos o numerador e o denomi-
nador da fragao algébrica %5 por a+b, e se multiplicamos

o numerador e o denominador da fragao algébrica GL_H) por
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a — b, obtemos:

o 2b n b ala+b) 2b
a—b a2-v2 a+b (a—0b)(a+b) a%—b2
bla—10
_bla-b)
(a4 b)(a — D)
a® + ab 2b ab — b?

ZCLQ—bQ—i_aQ—b2 a? —b?

a® + ab+ 2b+ ab — b?
a2 — b2
a? + 2ab+ 2b — b?
az — b2 :

Exemplo 8. Calcule o valor da soma algébrica:

z+6 1
x2—49  2x—14°

Solugao. Note que 22 —49 = (x + 7)(x — 7) e 20 — 14 =
2(x — 7). Dal, para reduzirmos as duas fragdes ao mesmo
denominador, podemos multiplicar os dois termos da pri-
meira fragao por 2 e os dois termos da segunda fragao por
x 4+ 7. Assim procedendo, obtemos:

x+6 1

2 —17)
(x4+7)-1

2@ —=7)(x+7)

46 1 _

249 T op—14 (z—T)(x+7)
B 2(z +6)
2 —T)(x+7)
2+ 12 4+ 7
o 2(22 —49)  2(22 —49)

20+ 12+ 2+ 7

- 2(22 —49)

3z +19

2(x2 — 49)

O

Em dltima analise veja que, em cada um dos trés tltimos
exemplos, o que fizemos foi fatorar os denominadores das
fragoes algébricas dadas e, em seguida, ver os fatores co-
muns e nao comuns a tais denominadores, a fim de poder
reduzi-los a um’denominador comum com um minimo de
esfor¢o computacional. Isso é exatamente o mesmo pro-
cesso que utilizamos para reduzir fragoes numéricas a um
mesmo denominador, calculando o mmc dos denominado-
res das fracoes dadas.

Os proximos dois exemplos mostram como as operagoes
com fragoes algébricas que estudamos até aqui podem ser
lteis para o calculo de expressoes numéricas.

Exemplo 9.

11
n+1 nn+1)

1
(a) Mostre que — —
n

(b) Utilize o resultado encontrado em (a) para calcular o
valor da soma:

1 1

5= 9599 ' 99-100°

1 1 1 1
T2 2334 15 "
Solugao. No item (a), observe que podemos reduzir as
duas fragoes algébricas do primeiro membro ao mesmo de-
nominador multiplicando os termos (numerador e denomi-
nador) da primeira por n+1 e os da segunda por n. Assim

fazendo, obtemos:

11 1+l 1l
n n+l n-(n+l) (n+tl)-n
B T A

S n(n+l) e+ 1)

Para o item (b); podemos utilizar.o resultado do item (a)
vérias vezes, para obter a sequéncia de igualdades abaixo:

of 41
1271 2
11
2.3 2 3
11 1
3.4 3 4
11 1
4.5 4 5
11 1
98.99 98 99
1 1 1

99-100 99 100

Somando-as membro a membro e fazendo os cancelamentos
possiveis, obtemos:

(-0 (DD (D
)

L _»
100 100
O
Exemplo 10. Calcule o valor da expressao numérica
S*L+L+L+ 1 + +#+#
36 6-9 9-12 12-15 54-57  57-60°
Solugao. Observe que
QS—L—I—L—I—L-FL—F +#+#
1.2 23 3-4 4.5 18-19 © 19-20°
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gs-kz—z>+<g—z>+<g—%>+<ziz> '
R

Dali,
1 19 19
=920 180"

O

Por fim, vejamos um exemplo no qual operagbes com
expressoes algébricas podem ajudar a abordar outras si-
tuagoes problema.

Exemplo 11. Sejam a e b nimeros naturais nao nulos tais
que 56a = 65b. Prove que a + b € um niumero composto.

Solugao. Observe que:

a 65
56a = 65b & — = —.
¢ b~ 56
Por outro lado:
atb_a B_ 65 L
b b b’
65+56 121
56 56
Agora, como 121 = 112 ¢ 56 = 23 - 7, concluimos que
a fracao % é irredutivel. Mas, como a e b representam
a+b

ndmeros naturais, temos que é uma fragao equivalente
a fragao irredutivel 15261. Desse modo, a~+ b é um maultiplo

de 121 e, assim, é um nimero composto. O

3 Multiplicagcao e divisao ‘de fra-
coes algébricas

Para multiplicar ou dividir fragoes algébricas, tam-
bém procedemos de modo anélogo ao que fazemos com fra-
¢oes numéricas. Mais precisamente, se g e 5: sao fragoes
algébricas dadas, definimos o produto e o quociente de

/ .
g por %, respectivamente, por

PP _ PV

Q Q@ Q-Q
’ P.P_PQ_PUQ
Q Q Q P P-Q

Por exemplo:

a® a’c _a’-a’c  a’c
b b2 b-b2 b3

e
a:2z—|—1'z7:172z+1 T
Y3 ey oz
(P2 +1)-z  2Pz+a
vz T

Vejamos mais alguns exemplos.

Exemplo 12. Efetue as opera¢des com frag¢oes. algébricas
indicadas abaizo, simplificando o resultado - quando
possivel:

23— 3 z+1
(a)

224+22+1 z—y

2

622

8zt y
h) — .
(b) 7
Solugao.

(a) Utilizando os produtos notaveis que estudamos ante-
riormente nos termos da primeira fracao, temos:

3 — 8 x+1

a4l @y tay+y?) a4l
242r+1 z—y

(x+1) T—y
g +ay + ) 1)
(z + DEz—g)

i tay+y?
x+1

(b) Neste caso, efetuando inicialmente o produto e, em se-
guida, executando os cancelamentos possiveis, temos:

8zt 42 Sriy?  4a?

y'6a? 6a%yP 3y
O

Exemplo 13. Efetue a divisao de fragdes algébricas abaixo
e simplifique o resultado:

a> = a-b

a*—0b* T a+b
Solucgao. Fatorando o numerador e o denominador da pri-

meira fragao, obtemos:

a® = b = (a—b) (a® + ab + b?)

ot -1 = (@) - ()
= (a2 +b2) (a2 )
= (a2 —|—b2) (a+b)(a—Db).
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Portanto,
a>—b  a—-b  (a—b](a® +ab+1D?) afb
at—vt " a+b (a2 +b2) (a+Dla—b] a—1b
a® + ab + b2
T (@24 0% (a—b)
a®+ab+ b2

T a3 —a2b+ab? — b3’
O

Exemplo 14. Efetue a multiplicagdo abaizxo, simplificando
o resultado se possivel:

L @
a+b a-b b2 '

Solucgao. Inicialmente, efetuamos as duas somas que se
encontram dentro dos parénteses:

1 n I a—2>b a+b
a+b a—-b (a—b)(a+b) (a—b)(a+Db)
_a—b+a+b  2a
~(a—0b)(a+b) aZ—b2
e
a? a’® — b?
Z 1==—"
b2 b2

Agora, substituindo tais expressoes no produto original,
obtemos:

Ly (e
a+b a-b b2

Exemplo 15. Efetue a divisao abaixo, simplificando o re-
sultado se possivel:

2a a2=5% 2a
ez 7 —»

O

42— 4
L

4% +8x +4
x3 43

Solucgao. Fatorando cada polinémio que figura como nu-
merador ou denominador das fracoes algébricas dadas, ob-
temos:

42 4+ 8r+4 =4 (2> + 22+ 1) = 4(z + 1)?,

2 +yP = (z+y) (2® — 2y + )

dp—4=4 (2> - 1*) =4(z + 1)(z - 1).

Substituindo tais formas fatoradas na expressao do e-
nunciado, temos:

422 — 4
Ca?—ay+y?

42 +8x+4 |
x3 43

74x2+8:17—|—4 22 — 2y + 2

3+ y3 422 — 4
B /I(x+1)¢ . z? = Y
w4y @E=wyFy?) Ale+D)(z—-1)
- z+1 B z+1
@ty —1)  tay-a-y

Dicas para o Professor

Recomendamos que seja utilizada uma sessao de 50min
para discutir cada uma das secoes que compoem esse ma-
terial. O processo de simplificacao de fragoes algébricas
dado na secao [1l deve ser exposto depois de uma breve re-
visao sobre os métodos de fatoragao estudados no médulo
de expressoes algébricas e polindmios. Antes de abordar
as operagoes com fragoes algébricas discutidas nas se¢oes
e[3 é importante que seja feita uma comparacio com as
mesmas-operagoes com fragoes numéricas (nimeros racio-
nais).

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos pro-
blemas e exemplos relacionados ao conteido do presente
material.
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