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1 Introducao

Neste material tedrico damos o inicio ao estudo do Binémio
de Newton e do Tridngulo de Pascal. Estes dois assun-
tos estao intimamente relacionados e mesclam argumentos
puramente algébricos com argumentos combinatérios. Ao
longo do texto, n denota um nimero inteiro nao negativo.

2 Binémio de Newton

O Bin6émio de Newton nos fornece uma maneira rapida
de expandir expressoes do tipo (z 4+ y)™ como uma soma
de monomios, ou seja, uma soma onde cada parcela é um
produto de um certo coeficiente por poténcias de = e de .

Nos casos em que n = 0 e n = 1 tais expansoes sao
triviais. Para obté-las quando n = 2 ou n = 3, basta lem-
brarmos que elas se resumem a dois importantes produtos
notdveis. Assim, temos que:

Para quaisquer ntimeros reais = e y, valem:
(x+y)" =1,
(+y)' =z +y,
(x +y)* = a® + 2y + ¢,
(x4 )% = 2® + 322y + 32y% + 4>

Lembre-se de que as expressoes acima podem ser ob-
tidas diretamente, utilizando-se as propriedades comuta-
tiva e associativa da adigdo e multiplicacdo de ntimeros
reais, além da propriedade distributiva da multiplicagao
em relacao a adigdo. Isso foi feito em detalhes no material
tedrico do médulo sobre produtos notaveis.

Queremos, agora, obter férmulas semelhantes para va-
lores maiores de n. O caso em que n = 4, assim como os
anteriores, ainda pode ser resolvido apenas “fazendo-se a
conta”. Vejamos: como (z+y)* = (z+y)3(z+y), basta to-
mar a expressio que tinhamos para (z+y)3 e multiplici-la
por (z+y). Deixamos como exercicio para o leitor verificar
que o resultado disso é:

(z+y)? = 2 +4a3y+ 622y +xy® +y1. (1)

Observe que, em todos os casos acima, conseguimos or-
ganizar as parcelas de modo que, ao percorré-las da es-
querda para a direita, o expoente de x comecga igual a n e,
a medida que avangamos, ele decresce em exatamente uma
unidade, parcela a parcela (veja que na tltima parcela, po-
demos imaginar que o expoente de x é igual a zero, uma

vez que ¥ = 1). O expoente de y, por sua vez, aumenta
em uma unidade cada vez que passamos para a parcela
seguinte.

Apesar dessa nao ser a unica maneira pela qual pode-
mos organizar tais parcelas, ela é uma maneira bastante

elegante e conveniente (sempre que vidvel). Agora, para
obtermos uma expressao geral para (z +y)", onde n é um
inteiro positivo qualquer, precisamos apenas dos seguintes
ingredientes:

(a) Argumentar que a parte literal de todos os monoémios
da expansao é da forma z*y’ onde i 4+ j = n, ou seja,
da forma x™7yJ.

(b) Encontrar uma maneira simples de calcular o coefici-
ente do monomio "7y’ em tal expressdo.

Faremos (@) e (D) de forma simultdnea com um simples
argumento combinatério. Antes disso, vamos analisar no-
vamente o caso em que n = 3 de um novo ponto de vista.
Observe que, de forma mais geral, ao desenvolvermos um
produto onde cada fator é uma soma de literais, por exem-
plo, algo da forma (a+b+c)(d+e)(f + g+ h+1), o resul-
tado final é uma soma de mondémios, onde cada mondmio
pode ser obtido escolhendo-se um literal de cada um dos
fatores originais (ou seja, escolhendo-se um literal de cada
uma dos “parénteses”). Por exemplo, ao desenvolvermos
(a+u)(b+v)(c+ w) o resultado é

abc + abw + ave + avw + ube + ubw + vwve + vvw.

Veja, por exemplo, que o termo avw foi obtido escolhendo-
se o literal @ do binémio a+ u, o literal v de b+ v e o literal
w de ¢ +w. Da mesma forma, (x + y)* também pode ser
expressado como:

(z+y)?=@+y)(z+y)(z+y)
= zax + 2TY + TYT + TYY + YT + YTY + YYT + YYY
— 2 4 22y + 2y + 1y + 22y + 2y + 2y + o

A partir dai, basta agrupar os monoémios que sdo iguais
para obter o produto notavel usual. Veja, por exemplo,
que z2y terd coeficiente 3, pois o monoémio z?y aparece
trés vezes na expressao acima. Para resolver o caso geral,
basta observar que

(z+y)"=(@+y)(r+y)...(r+y),

onde o produto possui n fatores. Ou seja, (z + y)" é um
produto de n binémios, cada um deles igual a x + y. Pelo
argumento anterior, cada monomio resultante do desenvol-
vimento de (z + y)™ é um produto formado por n literais,
onde cada literal é igual a x ou y. Veja que cada mondémio
corresponde a (exatamente) uma sequéncia de n termos,
onde cada termo ¢é igual a x ou y. Note, entdo, que cada
monémio é da forma z'y’ onde i é o niimero de vezes em
que o literal = aparece em tal sequéncia e j é o ntimero
de vezes em que y aparece. Claramente, 7 + j é igual ao
nimero de termos na sequéncia, que é n. Assim, i+j = n,
o que implica ¢ = n — j, de forma que cada mondmio é da
forma 2" ~JyJ. Portanto o item (@) estd provado. Quanto a
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(b), note que o coeficiente do monémio "7y corresponde
a quantidade de sequéncias (de n termos, onde cada termo
é igual a x ou y) nas quais y aparece exatamente j vezes.
Conforme estudamos anteriormente, isso é exatamente o
ntumero de maneiras de escolher j dos n parénteses, i.e. é
igual ao niimero de combinagdes de n escolhe 7, que é igual
a ()
(5 resultado dessa discussao pode ser resumido pela iden-
tidade a seguir:

Desenvolvimento do Binémio de New-
ton:

(x+y)" = (g):v" + (?)x"ly +e

A expressao

é chamada de termo geral do bindmio de Newton. Para
os leitores que estdo familiarizados com a notacao de so-
matério, a expressdo acima, para o desenvolvimento do
binémio de Newton, pode ser escrita de forma mais com-
pacta como

@ =Y (7)o

No que segue, colecionamos algumas aplicagcoes dessa
féormula.

Exemplo 1. Aplicando a féormula do binéomio de newton
para n =2 e 3 obtemos:

(z+y)?= ((2)>:c2 + G)xy - @)y2
(z+y)* = (g) 3+ G’) o2y + <g> ry® + <§> e,

Calculando o0s walores dos numeros binomiais das ex-
pressoes acima, vemos que elas coincidem com o0s produtos
notdaveis colecionados no inicio do texto.

Exemplo 2. Como () =1, (}) =4, (5) =6, (5) =4

e (i) = 1, temos que a formula obtida ao aplicarmos o
binémio de Newton para desenvolver (x +y)* € idéntica

que haviamos obtido anteriormente, na equagdo [

Exemplo 3. Mostre que, para todo nimero natural n, vale
a sequinte identidade:

()=

Prova. Observe que 2" = (1 + 1)" e veja que, fazendo
x =y = 1 no desenvolvimento do binémio de Newton para
(x 4+ y)™, temos que todos os termos da forma "7y sdo
iguais a 1. Dessa forma, o que resta na férmula de tal
desenvolvimento é

e (@) 6 ()

Observe que a formula do desenvolvimento do binémio
de Newton também pode ser utilizado para expandir ex-
pressoes do tipo (z —y)™. A diferenga é que, nesse caso, os
sinais das parcelas alternar-se-ao entre sinais + e sinais —;
a razdo disso é que (z—y)" = (x+ (—y))", e podemos usar
o binémio para desenvolver a ultima expressao, obtendo

@=nr=(g)am+ () tem + oo
ot (?) 2T ()Y (Z) (—y)™

Como (—y)? = (—1)?y7, observe que o sinal do monémio
x" Iy serd 4+ se, e s se, j for par, o que resulta na seguinte

identidade:
@ = (g = (1) +

O

G e
o ()

Exemplo 4. Encontre e expansao de (a3 — %)4, obtida pelo
Binémio de Newton.

[\]

Solucao. Lembre-se de que

(x —y)t = 2t — 423y + 62%y* — day® + 2.

Substituindo z = a® e y = % na expressao acima (fique

atento para os sinais alternados), obtemos

SR R (A A i |
B b b2 b3 b’

3 Triangulo de Pascal

O Triangulo de Pascal é uma maneira de listar organiza-
damente os ntimeros binomiais. Nele, costumamos posi-
ciona-los de forma a lembrar a figura de um tridngulo, dai
0 nome.
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Linha 0:

Linha 1:

Linha 2:

Linha 3:

Linha 4:

Linha 5:

Figura 1: as cinco primeiras linhas do Triangulo de Pascal.

Linha 0:
Linha 1:
Linha 2:
Linha 3:
Linha 4:

Linha 5:

Figura 2: as cinco primeiras linhas do Triangulo de Pascal,
apo6s calcular o valor de cada um dos niimeros binomiais.

O interessante é que, ao organizarmos os numeros bi-
nomiais dessa forma, varias relagoes entre eles podem ser
visualizadas de forma clara. Vamos ver apenas duas dessas
relacgdes neste material, mas veremos outras delas em ma-
teriais futuros. O Tridngulo de Pascal, na verdade, foi des-
coberto pelo matematico chinés Yang Hui, ainda no século
XIII. Contudo, o estudo detalhado de suas propriedades
foi feito apenas 500 anos depois, pelo matematico francés
Blaise Pascal.

As linhas e as colunas do Tridngulo de Pascal sdo nume-
radas. Ao fazermos tal numeragido, devemos sempre iniciar
a contagem pelo nimero 0 (e ndo pelo nimero 1). Feito
isso, escreve-se o numero binomial (Z) na k-ésima coluna
da m-ésima linha. O resultado é exibido na Figura[ll De
outro modo, calculando-se o valor de cada um dos ntimeros
binomiais, obtemos o tridngulo da Figura 21

Comparando a definicdo do Tridngulo de Pascal com o

desenvolvimento do Bindmio de Newton, é imediato obser-
var que:

Os numeros que aparecem na “linha n” do
Tridngulo de Pascal sdo precisamente os co-
eficientes que aparecem no desenvolvimento
do Binémio de Newton (z + y)™.

A primeira relagdo para a qual chamamos a atencao do
leitor é uma consequéncia imediata do fato acima, junta-
mente com o Exemplo B

A soma dos nimeros binomiais da “linha n”
do Tridngulo de Pascal é igual a 2.

A segunda relagdo é conhecida é a relacdo de Stifel,
também conhecida como a regra de Pascal. Ela é muito
importante, pois nos permite calcular rapidamente as en-
tradas das primeiras linhas do Tridngulo de Pascal sem
a necessidade de calcular fatoriais e sem fazer qualquer
operacao de divisdo. Assim, ela nos fornece uma ma-
neira pratica e rapida de desenhar as primeiras linhas do
tridngulo sem a necessidade de memorizar seus termos.

Proposicdo 5 (Relacdo de Stifel/Regra de Pascal). Para k
e n inteiros tais que 1 < k < n, temos:

(kﬁl) ’ (Z) - (n;:rl)

Prova algébrica. Basta escrevermos o valor dos binomi-
ais do lado esquerdo da equagdo, colocar em evidéncia o
que for possivel e simplificando o restante:

(k:ﬁ 1) + (Z) = o 1)!(2!—k+ it k!(nni )l

- (k—l)?(!n—k)! (n—11€+1+%>

B n! k+(n—k+1)
 (k—1)!(n—k)! ( (n—k+1)k )

n! n+1
T k-Dln—k)! ((n—k+1)k)

O

Prova combinatéria. Seja n um inteiro positivo. Supo-
nha que, de um grupo de n + 1 pessoas, que inclui vocé e
outras n pessoas, desejamos formar um comité de k pes-
soas que represente o grupo. Claramente, o ntimero de
possiveis comités é igual a ("Zl)

Agora, observe, que podemos classificar cada comité
como sendo de um dos seguintes tipos: (a) aqueles em
que vocé participa; (b) aqueles em que vocé ndo participa.
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Para formar um comité em que vocé participa, devemos
escolher, dentre as outras n pessoas, quais serdo as k — 1
pessoas que participardo do comité junto com vocé. Dessa
forma, existem (kfl) comités do tipo (a). Por outro lado,
para montar um comité do qual vocé nao participa, deve-
mos simplesmente escolher k pessoas dentre as n pessoas
diferentes de vocé. Dessa forma, existem (Z) comités do
tipo (b).

Como a soma das quantidade de comités de cada tipo é
igual ao total de comités, podemos concluir corretamente

T )0

Observacdo 6. Também é comum encontrar a Relagdo de
Stifel escrita da sequinte forma:

n n n+1
<k> + <k+1> B (k+1>'

A Figura Bl ilustra como a relacao de Stifel pode ser
visualizada dentro do Tridngulo de Pascal. Veja que, se
ja tivermos os valores do nimeros binomiais de uma de-
terminada linha do Tridngulo de Pascal, podemos usar tal
relacdo para encontrar facilmente os valores da linha se-
guinte, realizando apenas operacoes de adi¢cao. Por exem-
plo, para obter a Linha 6 do tridngulo fazemos o seguinte:
comegamos colocando o nimero 1 na primeira coluna, uma
vez que (8) = 1 para todos inteiro positivo n; em seguida,
basta somar dois termos consecutivos da linha anterior (no
caso, a Linha 5) e escrever o resultado da soma logo abaixo
do termo da direita. Por exemplo, observe que nas Linhas
5 e 6 da Figura[3l temos: 1+5 =6,5+ 10 = 15 e assim
por diante. Para finalizar uma linha, deve-se entao colocar
o numero 1, de modo que ela fique com uma coluna a mais
do que a linha anterior.

O

3.1 Calculando linha a linha os termos do
Tridngulo de Pascal

Nesta secdo, veremos como encontrar os valores dos
nimeros binomiais situados em uma linha especifica do
Tridngulo de Pascal de modo rapido, sem a necessidade de
conhecer as linhas anteriores (com uma tinica desvantagem
de que o método de calculo envolve o uso de multiplicacoes
e divisoes). Claramente, o objetivo é determinar, para um
dado n, os valores de (8), (711), o (Z) Para isso, bastard
lembrar que (g) =1 e, em seguida, aplicar n vezes a pro-
posigdo a seguir.

Proposicao 7. Para k e n inteiros tais que 0 < k < n, vale

que:
n 7n—k n
E+1) k+1\k)

(1) (1)

/i\\j—I \\‘/’7\

1) (2) (1)

N N

CONEINEINEY,
NN

\ 1

*\+T \+T \+T \+T o

\1 5j\10\\10\j5 )
wwwww*

(1) (6) (35) (20) (28) (&) (1)

Figura 3: representacdo da Relacdao de Stifel, também

conhecida como Regra de Pascal. A figura foi obtida
adaptando-se o cbdigo de Paul Gaborit, em http://www.
texample.net/tikz/examples/pascals-triangle-
and-sierpinski-triangle/.

Prova. Basta ver que

n n!
<k+1) (k+Dl(n—k—1)
nl-(n—k)
(k+1) El-(n—k)-(n—k—1)!

n—k n! - n—k(n
T k+1 E(n—k)  kE+1\Ek)

O

Exemplo 8. Encontre os valores de ((5)), (?), R (g) usando

apenas a proposicdo acima (ou seja, sem olhar para o
Tridngulo de Pascal).

Solugao. Lembre-se de que (3) = 1. Para encontrar as
demais entradas da linha 5, basta aplicar cinco vezes a

férmula da Proposigao [T

(0-3)-31-»
(§-3)- -
(§)-3)-3u-v
()-3()-3u-s
B4+
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E interessante observar que, em cada passo, temos o pro-
duto de uma fragao pelo ntimero binomial obtido no passo
anterior. Tal fracdo, por sua vez, é obtida diminuindo-se
o numerador e aumentando-se o denominador da fragao
anterior em uma unidade. O

Observacdo 9. Observe que podemos usar o método acima
descrito para encontrar o desenvolvimento do binémio de
Newton, quando n ndo é muito grande. Por exemplo, para
calcular (z +y)®, comecando colocando os mondmios:

4

I5—|—_£Cy—|—_ 5

_ :c3y2+_172y3—|—_:cy4—|—_y .
Em seguida, colocamos o nimero 1 no primeiro espaco
e calculamos os coeficientes dos demais mondémios um a
um, pelo método anterior. Veja que o coeficiente de cada
monémio € sempre obtido multiplicando o coeficiente ante-
rior pelo expoente de x no monomio anterior e dividindo-o
pelo expoente de y no monémio atual. O resultado obtido

(omitindo-se os coeficientes que sdo iguais a 1) é:
2® + bty + 1023y + 102%y3 + say® + 5.

Deixamos como exercicio para leitor verificar a seguinte
identidade.

Problema 10. Mostre que, para n e k inteiros tais que
0 < k < n, vale a sequinte identidade:

n+1\ n+1l(n
k+1) k+1\k)
Observamos que hé outras maneiras de desenhar o
Triangulo de Pascal. Por exemplo, podemos alinhar os
nimeros de modo que eles formem um tridngulo equilatero,

em vez de um tridngulo retdngulo. Umas das maneiras
mais comuns é a exibida na Figura @l

Linha 0: 1

Linha 1: 1 1

Linha 2: 1 2 1
Linha 3: 1 3 3 1
Linha 4: 1 4 6 4 1

Linha 5: 1 5 10 10 &5 1
Linha6: 1 6 15 20 15 6 1

Figura 4: outra representacao do Tridngulo de Pascal.

Para finalizar esta secdo e provocar a curiosidade do lei-
tor, exibimos um desenho do Tridngulo de Pascal (ver Fi-
gura ) no qual os ntimeros binomiais pares sdo coloridos
de laranja e os impares de azul. O resultado segue um
belo padrao, que é o mesmo padrao de cores de um famoso
fractal, o Tridngulo de Sierpinski (veja a Figura []).

=
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Figura 5: os numeros binomiais pares foram coloridos de
laranja e os impares de azul. O resultado é uma coloracao
semelhante & do Tridngulo de Sierpinski. A figura acima
foi obtida adaptando-se um cddigo de Paul Gaborit
http://www.texample.net/tikz/examples/pascals-—
triangle-and-sierpinski-triangle/.

Figura 6: o Tridngulo de Sierpinski.

Dicas para o Professor

,

E interessante revisar os moédulos de “Expressoes
Algébricas e Polindmios” e de “Produtos Notaveis”
para que fiquem claros os significados de termos como
“mondmio”, “coeficiente” e “parte literal”.

Neste material teérico, concentramo-nos principalmente
no desenvolvimento da teoria em si; portanto, nele ha pou-
cos exemplos ou exercicios resolvidos. Contudo, um dos
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motivos para isso é que o ‘Caderno de Exercicios’ desse
modulo contém mais de quarenta exercicios com respos-
tas ou solugoes. Ressaltamos que é muito importante a
resolucao de exercicios em sala de aula. Assim, é reco-
mendado que o Caderno de Exercicios seja abordado em
paralelo a este material.
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