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1 A relacao fundamental da Trigono-
metria

Para qualquer arco de medida 3 radianos a seguinte relacao,
que combina o seno e o cosseno de 3, é satisfeita:

sen?(B) + cos?(B) = 1. (1)

Essa é a relacdo fundamental da Trigonometria.

Observacido 1. Note que sen?(3) representa o quadrado do
valor do seno de B, ndmero que também pode ser escrito
como (sen(B))?, mas que é diferente do seno de 3%, ou seja,
de sen(?). Por exemplo, sen((y/7)?) = sen(w) = 0, mas
sen?(y/7) > 0, uma vez que 0 < /7 < 7.

Seja P(x,y) o ponto sobre o‘circulo tal que AP ¢ congru-
ente a 8. Vimos (na relagdo-(1) da Parte 2) que cos(8) e
sen(f) sdo, nessa ordem (veja que o cosseno vem primeiro),
a abscissa e a ordenada do ponto P sobre o circulo trigo-
nométrico. Ou seja, P = (z,y) = (cos(B), sen(3)).

Tragando a reta vertical que passa por P(x,y) e chamando
de @ sua interse¢do com o0 eixo horizontal (eixo-z), obtemos
um tridngulo retdngulo OPQ (veja a Figura . Observe que,
independentemente do quadrante em que se encontra P, esse
tridngulo possui catetos de medidas |x| e |y| e hipotenusa de
comprimento 1. Como |z]? = 22 e |y|* = y?, o teorema de
Pitagoras garante que

2442 =12
Mas z = cos(f3) e y = sen(f), logo,
(sen(B))” + (cos(B))” = 1,

como queriamos demonstrar.
A relagao fundamental nos diz que, se conhecermos o valor
do cosseno de um arco, entao o valor absoluto de seu seno
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Figura 1: demonstrando a relagdo fundamental.

estd totalmente determinado; se, adicionalmente, soubermos
o quadrante do arco, entdo poderemos encontrar também o
sinal de seu seno. Da mesma-forma, se conhecermos o seno e
o quadrante de um arco, poderemos calcular seu cosseno. Os
exemplos a seguir exercitam tal circulo de ideias, bem como
algumas variacoes dele.

Exemplo 2. Seja o um arco tal que m < o < 3w /2. Sabendo
que cos(a) = 0,6, calcule sen(«).

Solugao 1. Substituindo cos(a) = 0,6 na relagdo fundamen-
tal da Trigonometria (ou seja, fazendo § = a na equagao ),
temos que:

sen’(a) + (0,6)% = 1.

Portanto,
sen?(a) =1 — (0,6)2
=1-0,36
= 0,64.

Uma vez que /0,64 = 0,8, a tltima igualdade acima da
dois possiveis valores para sen(a):

sen(a) = 0,8 ou sen(a) = —0,8.
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Mas o enunciado diz que 7 < « < 37/2, ou seja, « estd no
terceiro quadrante. Com isso, temos que sen(«) < 0, logo,
sen(a) = —0,8. O

Uma decorréncia util de é a seguinte: suponha que (8
e ' sejam arcos distintos, tais que cos(3) = cos(8’). Entao,
aplicando a relagao fundamental duas vezes, obtemos

|sen(B)| = /1 — cos?(B)
= /1 —cos?(f")
= [sen(8")],
de sorte que
cos(B) = cos(B') = sen(B) = £ sen(S"). (2)

Portanto, se soubermos os sinais de sen(f) e sen(s’) (por
exemplo, se soubermos os quadrantes aos quais os arcos 3
e B’ pertencem), descobriremos. facilmente qual das duas
igualdades acima ocorre.

Evidentemente, também vale que

sen(B3) = sen(B') =>cos(B) = £ cos(3),

com observacbes andlogas as feitas acima sobre a escolha
entre os sinais 4+ ou —.

De posse de tais comentarios, temos a seguinte solugao
alternativa para o exemplo anterior.

Solugao 2. Construamos um tridngulo retangulo que possui
um angulo-de medida o/, tal que 0 < o < 7/2 e cos(a/) =
0,6. (Os valores cos(a’), com o' variando no intervalo (O,g)7
preenchem todo o intervalo (0, 1); assim, realmente existe um
angulo o/, tal que 0 < o < /2 e cos(a/) = 0,6.)
Como cos(a’) = 0,6 = &, uma maneira de construir tal
tridngulo é tomar um cateto de medida 6 e a hipotenusa de
medida 10 (veja a préxima figura).

Seja x a medida do outro cateto do triangulo. Aplicando
o Teorema de Pitagoras, temos

22 +6%2=10° = 2?2 =100— 36 = 64.
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Como z > 0, segue que = = 8.
Ainda observando o triangulo, veja que

8

= —=0,8
10 1

sen(a’)
Como cos(a) = cos(a), aplicando com « e o no lugar
de B e 3, obtemos

sen(a) = £0,8.

Mas como « esta no terceiro quadrante, seu seno é negativo.
Logo, sen(a) = —0,8. O

Observacao 3. Ao.construir o triangulo acima, note que hd
vdrias possibilidades para os comprimentos dos catetos; por
exemplo, poderiamos ter escolhido 0,6 e 1 no lugar de 6 e 10.
A escolha que fizemos foi apenas para facilitar os cdlculos,
uma vez que 6 e 10 s@o nimeros inteiros. Outra étima escolha
seria.3 € 5, o que resultaria no “famoso” triangulo retingulo
de lados 3, 4 € 5.

Um outro tipo de problema-padrao envolvendo a relacdo
fundamental é o descrito pelo exemplo a seguir.

Exemplo 4. Calcule sen(8) e cos(3), sabendo que [ pertence
ao sequndo quadrante e

sen(B)| _ 7
cos(B)| 24
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Solugao. Como 3 pertence ao segundo quadrante, temos
sen(f) > 0 e cos(3) < 0. Portanto, 25 < 0, de sorte que

 Cos(B)
sen(d) 7
cos(B) 24’
Entéo, sen(8) = —2—74 cos(8) e, substituindo essa igualdade

em (|1f), obtemos
( ! ( ))2 2(B)=1
57 8 B)) +cos*(f) =1.

2 2
Isso é o mesmo que (7 22%4 ) cos?(B) = 1, de modo que

242 242 242
2 - —_— = = _
(D)= o576 625 (35)
Como cos(3) < 0, temos cos(8) = — 35 e, dai,

7 7 24 7
sen(f) = ~21 cos(B) = _ﬂ( - %) =2

2 Exercicios

Nesta secdo, resolveremos exercicios transversais as trés partes
desta aula.

Exemplo 5. Lembre-se de que dois arcos complementares sdo
aqueles cuja soma € igual a /2, e suplementares sao aqueles
cuja-soma € igual a w. Sabendo que B e o sGo complementares
e que o ey sdo suplementares, com cosy # 0, calcule a razdo
entre sen 3 e cos-y.

Solugcao. Como f e a sdo complementares, temos que 3 +
a = 7. No Médulo “Circulo Trigonométrico” vimos que isso
implica que sen 8 = cos a.

Agora, a e 7y satisfazem o + v = 7, de sorte que a relagdo
(2) da Parte 2 fornece cosa = — cos~y. Entéo, sen § = —cos~y
e a razao pedida ¢é igual a

sen,B: sen f3 _ 1L 0
cosy —senf
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Exemplo 6. Sabendo que sen 3 = 3/5 e que 3 pertence ao
sequndo quadrante, calcule os valores de cos 3 e tg 3.

Solucgao. Recordemos que, pela relacdo fundamental, tem-se
sen? f +cos’ 3 = 1.
Logo,

3\’ ) 9 16
= =1 2h=1-—=—.
<5) TS p=1 = cosp 25~ 25
Como f pertence ao segundo quadrante, temos cos 8 < 0.
Assim,

16 4
cosff = — % = &
Por fim, uma vez que tgf = Z‘f)rs‘g, obtemos
3/5. 3
8f= 45 =1

Exemplo 7. Na figura a sequir, temos um circulo de raio 1,
com centro em O, e sabemos_que os pontos P, O e @ sdo
colineares. Sabendo que o arco trigonométrico AP mede 27/3
radianos, calcule a drea do triangulo OCD.

sen
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Q
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Solugao 1. Inicialmente, observe que 27/3 radianos corres-
pondem a 120°. Entao, temos

OC = [sen(120°)] e OB = |cos(120°)].

Conforme estudamos na Parte 2 deste material, |sen(120°)| =
|[sen(60°)| e |cos(120°)| = |cos(60°)|. Assim,

— 1
B=-.
e O >

C =

Q
albe

Como P, O e @ sdo colineares, temos POB = D@Q, pois
sdo opostos pelo vértice. Consequelltementg, seus comple-
mentos também sdo iguais, isto é, BPO = DQQO. Mas, como
PO = QO, segue que os triangulos OPB e QOD sio congru-
entes, pelo caso “angulo, lado, angulo”. Logo, OD = OB.

Assim, a drea do tridngulo OCD é igual-a:
=5 1 V3 1 V3

.OD==.Y2 .- _ Y2 O
0 8

W
S

-

¢

¢

Solugao 2. Temos COP =120°-90° = 30°. Como OP = 1,
observando o tridngulo COP temos

PC =sen30° e OC = cos30°.

Logo,

1 — V3

Como na solugdo anterior, concluimos que os triangulos
COP.e DOQ sao congruentes. Entdo, OD = PC e podemos
calcular a drea de OC'D da mesma forma que na primeira
solugao. O

Exemplo 8. Sabendo que B, o e v sao os angulos de um
triangulo ndo retangulo, calcule o valor numérico da expressdo

sen(p + «
R= sen(8 +a) +tg(B + o+ 2v) ctg(B + ).
sen -y
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Solugao. Temos que g+ a + v = 7. Logo,
sen(f + «) = sen(w — ) = sen~y

e, dai,
sen(f+a) seny 1

sen vy sen vy

(Note que 0° < v < 180° = sen~y # 0.)
Por outro lado,

tg(B +a+2y) =tg(r +v) =tg,
a0 passo que

tg(6 +a) : : X

ctg a) = = = .
tg(f+a) tg(m—n) -ty

(Note que os cédlculos acima tém sentido, uma vez que v #

90° = cosvy # 0.) Combinando os dois tltimos resultados,

temos que

tgy _
—tgy

tg(8+ a+2v)ctg(f+ o) =

Entéao, a expressao do enunciado vale
R=1-1=0. O
Exemplo 9. Calcule x em fun¢do de «, sabendo que
2?2 + 2 + cos?(a) = 0.

Solugao. Observe que a expressdo do enunciado é uma
equagdo de segundo grau na variavel z. Mais precisamente,
temos algo da forma az? + bz +c=0,em quea=1,b=2¢
¢ = cos?*(a). O discriminante dessa equago é:

A =b? — dac = 2* — 4cos?(a) = 4(1 — cos?(a)).
Pela relacdo fundamental, temos 1 — cos?(a) = sen?(«), logo,

A = 4sen®a.
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Por fim, de acordo com a férmula resolutiva da equagao de
segundo grau (Férmula de Bhéskara):

. —b:I:\/Z_ —2 4 vV4sen? a
20 2

Veja que vV4sen? a = 2|sen «|. Assim,

—2 =+ 2|sen
r=——

=1 [senal.
2

Observe que [sen a| pode ser igual a sen« ou —sen «, a
depender do quadrante de a. Mas ao calcular x também
devemos escolher o sinal “+” como positivo. ou negativo.
Assim, de toda forma ha dois possiveis valores para z:

l+sena e 1—sena.

O

Exemplo 10. Sejam x = rsen¢ - cosf, y = rsen¢ -senf e
z=rcosp onde 0 < dp<me0<0<2mw. Assinale a op¢do
que corresponde ao valor de x>+ y? + 22:

(a
(b

r2.

)

) r2send.
() 72 cos ¢:
(d) r2sen 6.
(€) 72 cosf.

Solucdo. A expressio 2 + y? + 22 é igual a:

r?sen? ¢ - cos? 0 + r? sen” ¢ - sen? 6 + 12 cos? ¢.

2

Podemos colocar 72 sen? ¢ em evidéncia nas duas primeiras

parcelas, obtendo

2 sen? ¢(cos? O + sen? @) 4 2 cos? ¢.
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Como cos?6 + sen?# = 1, a expressiao anterior pode ser
simplificada para

r?sen’ ¢ + r? cos? ¢.

Por sua vez, novamente pela relacdo fundamental, esta expres-
sao ¢ igual a
r? (sen2 ¢ + cos? ¢) =2

Assim, a alternativa correta é (a). O

Dicas para o Professor

Sugerimos que o conteiido desta aula seja abordado em
um ou dois encontros de 50 minutos, a depender do nivel
de maturidade da turma. Sobre a rela¢do fundamental da
trigonometria, os exemplos da primeira se¢do deste texto
e outros mais elaborados também sao trabalhados na aula
“Relacdo Fundamental da Trigonometria” do médulo “Circulo
Trigonométrico” do primeiro ano do Ensino Médio.

A referéncia [1] desenvolve os Tudimentos de Trigonometria
necessarios a aplicagoes geométricas. A referéncia [2] traz um
curso completo de Trigonometria.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Volume
2: Geometria Euclidiana Plana. SBM, Rio de Janeiro,
2013:

2. G. lezzi Os Fundamentos da Matemdtica Elementar, Vo-
lume 3: Trigonometria. Atual Editora, Rio de Janeiro,
2013.
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