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1 Divisibilidade em diferentes bases

Em um dos exemplos da aula anterior, mostramos que (102012)3
é um numero par. Fizemos isso de dois modos, primeiro encon-
trando a representacdo de (102012)3 na base 10 e verificando
que essa representagao é de fato um ntimero par, e depois
notando que se n é um ndmero natural, entdo 3" é um nimero
impar, o que implica a existéncia de ntimeros inteiros ks, k3,
kyekstaisque3® =2ks+1,3* =2ks+1,33 =2ks+1e
3% = 2k, + 1. Logo,

(102012)3 =1-3° +2-3% +1-3 +2
=1-(2ks+1)4+0-(2kg+1)+2-(2k3 +1)
+0-(2ka+1)+1-(2k1+1)+2
=2ks +4ks +2k1 + (L +0+ 240+ 1+2)
=2 (ks +2ks+k1)+(14+0+24+0+1+2)
=2+ (1+0+2+0+1+2).

Assim, como 2¢ é par, (102012)3 é par se, e somente se, a
soma dos algarismos 1 4+ 0+ 2+ 0+ 1+ 2 é par. Como
14+0+2+4+ 041+ 2 =6, concluimos que (102012)5 também
é par. Notamos também que o-argumento utilizado acima
pode ser aplicado a qualquer representacao na base 3. De
fato, (aras...an)s, a; € Z, < a; <2,Vi € {1,2,...,n}, é par
se, e somente se, a; + as + ...+ a, é par. Vejamos outro
exemplo.

Exemplo 1. Que condicdo devemos impor sobre os algarismos
a, b e c para que o nimero (abc)g seja divisivel por 5%

Solucao. Repetindo o tltimo argumento acima, temos que
existem inteiros k; e kg tais que 6% = 5ko + 1 e 61 = 5k; + 1.
Logo;

(abc)s =a-62+b-6" ¢
a(5ke +1) + b(5k1 + 1) + ¢
= bkoa + Sk1b + (a—l—b—I—C)
= 5(kea + k1b) + (a + b+ ¢).
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Uma vez que a diferenca entre (abc)g e a+b+c é 5(kaa+k1b),
que ¢é divisivel por 5, temos que (abc) é divisivel por 5 se, e
somente se, a + b + ¢ é divisivel por 5. O

Nos exemplos anteriores, vimos que para qualquer inteiro
positivo p dado, existem numeros inteiros k e ¢ tais que

3P =2k+1e6P =5q+1.

Esse resultado pode ser estendido do seguinte modo: se n e
p sao inteiros com p > 0, entao existe k € Z tal que

n=(m-1k+1. (2)

Para justificar a férmula , vamos utilizar o desenvolvimento
do Binémio de Newton, o qual enunciamos abaixo.

Teorema 2 (Bindmio de Newton). Sejam a e-b nimeros reais
e p um inteiro positivo. Entao

p o, (P —1;1 (P —2;2 P\ o
a+b”=<>af’b +< )ap b+( )a” b+...+( )a b
( ) 0 1 2 p

Assim, utilizando o teorema2Jcom a =n—1e b = 1,
obtemos

=Mn-1k+1,

em que k é igual a

(g’) (n—1)P~14 (f) (n—1)P~2+ (g) (n—1)P =34 + (p P 1) .

Relembramos, agora, o critério de divisibilidade por 9.
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Proposicdo 3. Um numero inteiro positivo, escrito na base
decimal, é divisivel por 9 se, e somente se, a soma dos seus
algarismos é divisivel por 9.

Demonstra¢do. Seja n um nimero inteiro positivo. Para
simplificar o entendimento, demonstraremos a proposicao
para o caso em que . = abed, em que a, b, ¢ e d sdo algarismos
na base 10. A ideia para provar o caso geral é a mesma.-Desse
modo, temos

n=a-10>4+b-10>+c-10+d.

Mas, de acordo com o desenvolvimento do Bindmio de Newton,
existem ks e ko inteiros tais que

10 = (9+1)® =9k3 + 1

102 = (94 1)% = 9k, + 1.

Assim, obtemos

n=a-10>+b-10*+c- 10 +d
=a(9+1)° +b(9+ 1>+ c(9+1)+d
=a[9%; + 1]+ b[[9%2 + 1] +9c+c+d
=9aks+a+9bky +b+9c+c+d
=9 (aks +bkas +c¢)+ (a+b+c+d).
=9K +(a+b+c+d),

em que K = aks + bky + c. Portanto, como 9K é divisivel
por 9, temos que n é multiplo de 9 se, e somente se, a soma
dos seus algarismos é divisivel por 9. O

Mais geralmente, o argumento que utilizamos acima pode
ser estendido a qualquer base n do seguinte modo.

Proposicdo 4. Sejam ag, a1, az, ..., an—1),ar algarismos na
base n, ou seja, 0 < a; <n—1, Vi € {0,1,2,...,r}. Entio
o nimero (ara(y—1y-..a2a100), € divisivel por n —1 se, e
somente se, ar +a(_1)+...az2+ a1 +ag € divisivel por n—1.
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Demonstragdo. Temos que

T r—1 2
(arag—1y...aza100)n = ayn”+ag_yn"~ " +...+azn antag.

Mas para cada i € {0,1,2,...,r} podemos utilizar o desenvol-
vimento do Binémio de Newton para escrever
=[(n—1)+1J
=n—-1)"+i-(n—-1)"1+. . liln—1)+1
=(n-1) [(n—1)1"1+z'(n—1)1'—2+...+z'} +1
= kl(n - 1) +1,

em que k; = (n —1)""1 +i(n —1)""2 + ... + i€ Z. Logo,

(arag—1y...aza100), =
=a,n" + a(r,l)nr_l + ... +asn*ain +ag
ar [kr(n —1) + 1+ a@_1) [k_1y(n — 1) + 1] +
+...Faglke(n —1)+ 1] +a1 [kF1(n— 1)+ 1] +ao
arkr(n —1) + ar + ag_1)ke_1y(n — 1) + ag_1)+
+ ...t agke(n—1)+as+arki(n —1)+ a1 +ag
(n—1) [arkT +ap_nykr—_1) +... +azks + alkl] +
+ (ar + a1y + ...+ az + a1 + ag)
=K(n-1)+(ar+ag_1)+...+az+a +ao).

Agora, uma-vez que
K =a, .k, + a(r,l)k(r,l) + ...+ asks + a1k, € Z,

temos que K'(n—1) é divisivel por n—1. Portanto, concluimos
que (ara(r_l) ...G2a1a0), € divisivel por n — 1 se, e somente
se, a soma dos algarismos a, + a(.—1) + ...+ a2 + a1 + ag é
divisivel por n — 1. O

Agora, vamos recordar o critério de divisibilidade por 11.

Proposicao 5. Um numero n, escrito na base decimal, é
divisivel por 11 se, e somente se, a diferenca entre a soma
dos algarismos das ordens pares e a soma dos algarismos das
ordens impares de n € divisivel por 11.
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Demonstra¢do. Para simplificar o entendimento, provaremos
esse critério para o caso em que n é formado por 4 algarismos.
A ideia para provar o caso geral é a mesma. Assim, seja
n = abed. Escrevemos
n=a-10°+b-10* +c-10+d

= 1000a + 100b + 10c + d

= (1001 = 1)a+ 99+ 1)b+ (11 —1)c+d

=100la —a+ 99+ b+ 1lc—c+d

=1001a + 99b + 1lc + [(b+ d) — (a + ¢)].

Mas veja que 1001a + 99b + 11¢ = 11(91a + 9b+ ¢), logo, n
é multiplo de 11 se, e somente se, (b+d)— (a + ¢), ou seja,
se, e somente se, a diferenca entre a' soma dos algarismos das
ordens pares e a soma dos algarismos das ordens impares de
n é divisivel por 11. O

Vejamos mais um exemplo.
Exemplo 6. Mostre que (71826)s é divisivel por 9.

Solugéo. Temos que (71727)g = 7-8%+1-83+7-82+2.81 4.7
Mas

8t =0 -1)"=9"-4-94+6-92-4-94+1=9k +1,

8 =(9-1)P°=93-3.924+3.9—-1=09k — 1,
82=(9-1)2=92-2.94+1=9ks+1

8l =9-1.
Logo,
(7T1727)s =7-8* +1-83+7.82 4 2.8 +7
=T7(9% +1) +1(9%2 — 1) +7(9%k3 +1) +2(9—1) +7
=9-Tky +7+9%2—1+9-Thks+7+9-2-2+7
=9(Tk1 + ko +Thks +2) + [(T+7+7) — (1 +2)].
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Como a diferenca entre (71727)s e (T+7+7) — (1 +2) é
9(7ky + ko + Tks 4+ 2), que é um miltiplo de 9, temos que
(71727)g ¢é divisivel por 9 se, e somente se, (7+74+7) —(1+2)
¢ divisivel por 9. Mas (7T+7+4+7) —(1+2)=21-3=18¢
divisivel por 9, logo, (71727)g é divisivel por 9 O

A seguinte proposicao generaliza o critério de divisibili-
dade por 11, assim como o exemplo [f]

Proposicdo 7. O nimero (araq—_1y...a1a0)n, representado
na base n, € divisivel por n+ 1 se, e somente se, a diferenca
entre a soma dos algarismos das ordens impares e a soma
dos algarismos das ordens pares € divisivel por.n + 1.

Demonstracdo. Temos
. r r—1 2
(aragr—1y...a2a100)n = apn”+a_yn" .. .Fagn antag.

De modo anélogo ao que fizemos para mostrar a proposicao
para cada i € {0,1,2,...,r} podemos utilizar o desenvolvi-
mento do Binémio de Newton para escrever

n' =[(n+1)+ (1))
=+ —i-(n+ )" 0 ()T i+ 1) 4 (—1)°
=(n+1) [(n+ 1) +iln+ 1)+ 4 (=) ]+
+(-1)
=ki(n+ 1)+ (=1,

Assim,

(ara(p=yy ... aza1a0), =
= a,n" + a(r_l)nPl + ...+ anain+ap
=aplky(n+1)+ (=11 + a@_1 [kp-ny(n+ 1)+ (-1)" ] +
+...4asfka(n+ 1)+ 1] +ar[ki(n+1) — 1]+ ag
= a,k.(n+ 1)+ (=1)"ar + ag—_1)kE—1)(n + 1)+
+ (=" a1y + ..+ agka(n+ 1) + az + arky (n + 1)—

—a1+a0
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=(n+1) [arkr +ap_nyke_1) + ...+ azks + alk’l] +
+ ((=1)7ar + (=1 tag_1y + ...+ a2 — a1+ ao)
= K(n + 1) + [(—1)TGT =+ (—1)r_1a(r,1) +...4+ax—a; + ao} .

r—1

Agora, note que (—1)"a, +(=1)""tag_1)+...+az—a;+ag é
a diferenca entre a soma dos algarismos das ordens impares e
a soma dos algarismos das ordens pares. Portanto, concluimos
que (arag.—_1y-..aza1a0), € divisivel por n + 1 se, e somente
se, diferenca entre a soma dos algarismos das ordens Tmpares
e a soma dos algarismos das ordens pares € divisivel por
n+ 1. O

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessdes de 50min
para expor o contetido deste-material. Sugerimos aos profes-
sores que apresentem os exemplos com todos os detalhes e
proponham exemplos adicionais aos alunes, sempre dando
algum tempo para que eles tentem encontrar as solugdes por
conta propria. E fundamental que os alunos entendam as
demonstragoes dos critérios de dividibilidade por 9 e 11, pois
as respectivas generaliza¢oes seguem os mesmos procedimen-
tos. Depois de mostrar as formas mais gerais dos critérios de
divisibilidade apresentados nesse material, é importante que
o professor proponha exemplos extras em diferentes bases
como aplicacdo desses resultados. Isso contribuird para que
os alunos se familiarizem com os critérios em sua forma mais
geral.
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