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Nesta aula, estudaremos as fungdes convexas e concavas.
Deduziremos uma desigualdade muito importante, fonte de
muitas outras, devida a Jensen. Também mostraremos como a
monotonicidade da primeira derivada comanda a concavidade
do grafico da funcao. Nesse sentido, destacamos o corolario
(8) que apresenta a relacdo entre o sinal da segunda derivada
e a concavidade. Encerraremos com alguns exemplos.

1 Meédias ponderadas

Dizemos que os nimeros reais nao negativos tq,ta, . . . ,t, for-
mam um sistema de pesos se sua soma vale 1: 22:1 tr = 1.
Nesse caso, dados n nimeros x1,r2, .+.,Ty; podemos formar
a média (aritmética) ponderada

t1xy +toxo + - +tp Xy, (1)

dos x}s com pesos t.s.
Se, digamos, x1 é o0 menor e x, é 0 maior dentre os valores
T1,T2,...,Tn, €ntao

n n n
r1= Zthl < Ztkmk < Zthn = Tnp.
k=1 k=1 k=1

Além disso, caso xy,x9, . ..,T, sejam todos iguais a x, a ex-
pressao >, trry também vale z. Esses fatos justificam a
razao pela qual chamamos a expressao de média. Em par-
ticular, se os numeros x1,xo,...,r, pertencem a um intervalo
I, toda média ponderada dos z}s também pertence a I.

Exemplo 1. A média aritmética nada mais € do que a média
ponderada com todos os pesos iguais. De fato, as igualdades
ti=to=-=t, ey p_, ty =1 equivalem a t;, = 1/n, para
cada 1 < k < n. Nessas condigoes,

1 +2xo+ -+ Ty
- .

tixy +tax2 + -+ lpky =
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Qualquer média ponderada de dois niimeros a e b tem a
forma

(1 —t)a+tb,

para 0 < t < 1. Com efeito, segue da definicio que uma
média ponderada de a e b se escreve como sa + tb, para certos
ndimeros s,t € [0,1] com soma 1. Dai, s =1 —t e a afitmacio
estd justificada.

Perceba que os pontos da forma (1 — t)a + tb, com ¢t €
[0,1], constituem, se a < b, o intervalo [a,b]. Com efeito, j&
vimos acima que (1 —t)a + tb € [a,b], para cada 0 < ¢ < 1.
Reciprocamente, se = € [a,b], basta por t = (z.— a)/(b — a)
para se ter x = (1 — t)a + tb. E|

Exemplo 2 (PROFMAT - ENQ/2016.1). Seja f : [a,b] —
[f(a),f(b)] uma fungdo bijetiva, onde [ab] e [f(a),f(b)] sdo
intervalos de niumeros reais. Considere, ainda, 1,29 € [a,b]
€ Y1,Yy2 numeros reais positivos. Mostre que existe um unico
c € [ab] tal que

f(@)y + fl@2)y2 = f()(y1 + ye).

Solugdo. Sendo as razdes y1 /(y1+y2), y2/(y1 +y2) positivas
e com soma igual a 1, a expressao

Y1
d:= T1) + T
)+ ()

¢ uma média ponderada das imagens f(x1), f(x2). Por-
tanto, d representa um (dnico) ponto do intervalo imagem
[f(a),f(D)]; 0 que, pela injetividade de f, implica a existéncia
de um tnico ¢ € [a,b] satisfazendo f(c) = d. Agora,

d= f(c) & dyr+y2) = f(c)(y1 +y2)
& flx)yr + f(2)y2 = fle)(y1 + y2).

O

'Em um sentido cinemético, quando ¢ (o tempo) varia de 0 a 1, o
ponto z = (1 — t)a + tb percorre, com velocidade constante igual a b — a,
o segmento de extremos a e b.
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2 Funcgoes convexas e concavas

Se I é um intervalo, diremos que a funcdo f : I — R é conveza
(ou que o grafico de f tem concavidade para cima) se cada
arco do gréafico de f situa-se abaizo do segmento de reta com
mesmos extremos.

Exemplo 3. A fun¢do modular é conveza.

Para justificar esse e outros exemplos, convém traduzir a
definicdo acima em termos analiticos, tarefa que realizaremos
utilizando o material da se¢ao anterior.

O ponto-chave é a seguinte observagao: se A = (a,a!) e
B = (b,b') séo pontos distintos de uma reta (obliqua) r, entdo
os pontos X do segmento AB tém a forma

X = ((1—t)a+th,(1 —t)a' + tb'),

para 0 < ¢t < 1. De fato, uma condigdo necessaria para
que X = (z,2') € AB é a pertinéncia x € [a,b], ou seja,
x = (1 — t)a + tb para um certo ¢t € [0,1]. Nesse caso, se,
digamos, X # A, entdo X € AB se, e s6 se, 0s segmentos
AX e AB tém mesma inclinacdo, isto é,
' —a b —ad
XeABs @ —— =
t(b—a) b—a
—_—— ~——
inclinagdo de AX inclinagdo de AB
sSa'=(1-t)d +tb,

como queriamos.

Portanto, se f : I — R é uma funcao qualquer e a,b € I,
um ponto P no arco do grafico de f com extremos A =
(a,f(a)) e B = (b,f(b)) tem a forma

P = ((1—t)a+th,f((1—t)a+1b)),

enquanto o ponto correspondente X na corda com mesmos
extremos se escreve como

X = ((1 —t)a+th,(1 — ) f(a) + tf(D)),
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em que 0 <t < 1. Dai, f é convexa se, e s6 se, a ordenada
de P nunca supera a ordenada de X ou, equivalentemente,

f((A=t)a+1tb) < (1 —1)f(a) +1f(b), (2)

para quaisquer pontos a,b € I e para qualquer valor ¢ € [0,1].
Dispondo de uma definicao precisa de fungao convexa,
qual seja, , podemos agora tratar da

Solucgido do exemplo 3 Dados a,b € R e t € [0,1], temos,
pela desigualdade triangular,

(1 —t)a+tb] <|(1—¢t)a|+ |tb] = (1 —1t)|a] +t]b),
o que verifica a convexidade da funcao modular. O

Fungdes quadréticas f(z) =az? + Bz 4+ v, com a > 0,
também sdo convexas, porém em um sentido mais forte, que
passamos a descrever.

Se I é um intervalo'e f : I — R é uma func¢ao tal que
cada arco aberto do grafico de f situa-se estritamente abaizo
do segmento de reta aberto com mesmos extremos, dizemos
que f é estritamente conveza.

Adaptando a discussao anterior, vemos que f: I — R é
estritamente convexa se, e somente se,

J(A=ta+1tb) <(1—1t)f(a) +1f(b), (3)
quaisquer que sejam os pontos a # b € I e para cada t € (0,1).

Exemplo 4. Toda fun¢do quadrdtica f(x) = ax®+Bx+v,x €
R, € estritamente convera se a > 0.

Solugao. Verificaremos que f satisfaz a desigualdade estrita
De fato, fixados a # b e t € (0,1), temos

(1—t)a® +tb* > [(1 — t)a + th]?,

pois, como o leitor pode verificar, tal relacdo equivale a
(1 —t)t(a —b)? > 0, que é verdadeira pela condicdes em a,b e

http://matematica.obmep.org.br/ P.4
matematica@obmep.org.br



t. Portanto,

F((1—=t)a+tb) = al(1 —t)a+th]* + B[(1 —t)a + tb] +~
<af(l—t)a® +tb°] + B[(1 — t)a + tb] + v
= (1 —t)(aa® + Ba+ 7) + t(ab® + Bb + )
= (1 —1)f(a) +tf(b).

O

Observacao 5. A funcao modular é convexa, porém ndo
estritamente.

Se invertermos o sinal na desigualdade (resp. (3)),
teremos o conceito de fungdo céncava (resp. estritamente
concava). Isso significa que o grafico'da fungdo tem concavi-
dade para bairo, ou seja, cada arco do grafico dessa funcao
situa-se acima do segmento de reta com mesmos extremos. E|

Seguem das definigdes que uma funcdo f : I — R é cdncava
(resp. estritamente concava) se, € 86 se, —f é convexa (resp.
estritamente convexa). Essa observagdo permite adaptar,
para fungdes concavas, os resultados ja obtidos para fungoes
convexas. Em particular, se a < 0, a funcdo quadratica
f(x) = azx? + Bx + 7 é estritamente concava.

3 Derivada e concavidade
Sejam f 1T — R uma funcéo estritamente convexa e a <

x < b pontos de I. Escrevendo z = (1 — t)a + tb, com
t=(x —a)/(b— a), a substituigdo desses valores na relagao

da
1)< (3=2) s+ (5=2) s

Reescrevendo a desigualdade acima como

b—x r—a

F@) = F@— < [10) = f@) 37—,

2Veja na pégina 10 da aula Logaritmo como uma Fun¢do, do médulo
Fungdes Logaritmicas, graficos genéricos de fungdes concavas/convexas.
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vem que
fo) ) S0 Sw) W

A interpretagdo dessa desigualdade é a seguinte: se AX
e X B sdo cordas consecutivas do grafico de uma funcao
estritamente convexa (estando o ponto A “mais & esquerda”),
a inclinacdo mg, da reta AX é menor que a inclinagao mg
da reta . Na verdade, essa propriedade caracteriza as
fungoes estritamente convexas.

Nosso proximo resultado capta a relagdo acima utilizando
retas tangentes em vez de secantes.

Teorema 6. Scja f: I — R uma fun¢do derivdvel. Entdo, f
€ estritamente convexa se, e somente se, a primeira derivada
f' € crescente.

Prova. Digamos que f seja estritamente convexa. Dados
a < be I, tomemos z,y,z tais que a < z < y < z < b. Nas
notagoes acima, temos mq, < Mgy € My, < Mmy,. Fazendo
x — at na primeira desigualdade e z — b~ na segunda,
obtemos f'(a) < mgqy € my, < f/(b). Como mgy < Myp,
segue que f’(a) < f'(b) e f' é crescente.

Reciprocamente, suponhamos f’ crescente. Dados a <
2o < b pontos de I, devemos provar que Mgz, < Mgyp. Com
efeito, a regra g(z) = f(x)— f'(x0)(z — o) define uma funcio
g : I — R que admite xy como ponto de minimo estrito, pois

< 0,8e x < xg
>0,sex>a:0'

(@) = f'(x) = f'(x0) {

(Vide coroldrio 10 da aula anterior.) Assim, temos g(zg) <
g(b), o que equivale a

f(xo) < f(b) — f'(20)(b — x0)

ou, ainda, a

f(0) = f(xo)
f'(zo) < I Maob-
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Um argumento anélogo, agora utilizando a relagdo g(zg) <
g(a), d& a desigualdade mgz, < f'(zo), permitindo a con-
clusdo desejada, Mgy, < Mggp. O

Observacao 7. Com alguns ajustes na demonstra¢io do teo-
rema @, podemos estabelecer a sequinte versao desse resul-
tado: se f: I — R é derivavel, entdo f é convexa se, e sO se,
/! é¢ mond6tona nao-decrescente.

A préxima proposigio é bastante util.

Corolario 8. Seja f : I — R uma fungdo duas vezes derivdvel,
cuja seqgunda derivada f" € positiva. Entdo, f. € estritamente
conveza.

Prova. Como f’ tem derivada positiva, f’ é crescente. Pelo
teorema anterior, f é estritamente convexa. O

Observacgao 9. A reciproca do coroldrio anterior é falsa: a
funcio g : R — R, dada por g(z) = x*, é estritamente
convexa, muito emboratenhamos g”(0) = 0. Por outro lado,
se f: I — R € duas vezes derivdvel, entdo f é convexa se, e
s6 se, f” > 0. De fato, pela observagio ([7]) e o exemplo 15
da 1¢ parte dessa aula, temos as equivaléncias: f é convexa
< f' é mondtona nao-decrescente < [ > 0.
g 2E) 0 ,
endo — > = ¢ > 0, para cada numero real x, o
corolario anterior implica a convexidade estrita da funcao
exponencial. Mais geralmente,

Exemplo 10. Se 0 < a # 1, a fung¢do exponencial de base a

2 x
é estritamente convewa, pois dd(;lg ) = (Ina)?a® > 0,Va. O

Exemplo 11. A funcgdo reciproco g : RT — R, g(z) = 1/x,
é estritamente convera. Basta notar que g"(x) = 2/2% > 0,
para-cada real positivo x. O

Adaptando os resultados dessa se¢ao para fungoes concavas
(resp. estritamente cdncavas), temos o

Exemplo 12. A func¢do logaritmo natural é estritamente

2
concava. De fato, d ;anx) = —1/22 <0, para cada x > 0. O
http://matematica.obmep.org.br/ P.7

matematica@obmep.org.br



4 A desigualdade de Jensen

O préximo teorema, que da nome a secdo, generaliza, por
meio de médias ponderadas quaisquer, a desigualdade .

Teorema 13. Sejam f : I — R wma funcao convexra e
T1,T2,. ..,y pontos do intervalo I. Entdo, para qualquer
sistema de pesos ty,ta, ... t,, vale

fltizy +toxo + -+ + tpzy) <

<t f(on) +taf (@) o+ taf (). )

Além disso, se f € estritamente convera e cada peso t; €
positivo, a igualdade em ocorre se; e SO se,. 08 pontos
1,2, . ..,Ty forem iguais.

Prova. Utilizaremos indugao em n > 2.”De acordo com as
relagoes e , a base de inducao esta verificada. Como
hipétese, suponhamos a validade da desigualdade para
quaisquer n pontos em I e para qualquer sistema de n pesos.
Se f for estritamente convexa e os pesos forem positivos,
também devemos assumir que a igualdade ocorre se, e s6 se,
os n pontos em I forem todos iguais.

Em um primeiro momento, provaremos que, dados n + 1
pontos 1, ...,Ty,b € I e um sistema de pesos t1,...,t,,t, &
imagem da média ponderada

y:=tixy+ - +thxy +tb
por_f néo supera a respectiva média ponderada das imagens
f(xl)’ s 7f(xn)7f(b)7 ou Seja7
Fly) <tif(za) + -+ taf(zn) + (D). (6)

Pois'bem, se t = 1, entao t; = --- = t, = 0 e a relacao
(6) se reduz & identidade f(b) = f(b). Por outro lado, caso
tenhamos ¢t < 1, valerd ¢t; +---+t, = 1—¢t > 0, o que permite
escrever

y=(1—1t)a+ tb,
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em que a é a média ponderada

t1 tn
1—t$1+ +1—t

Assim, a base e a hipétese de inducao dao

fly) = F((1 = t)a +tb)
< (L —=t)f(a) +f(b)

< —t)<1t1 @)+ 1tftf(xn)) +tf(b)

Ty

= tlf(xl) +F tnf(xn) +tf(b)

Para analisar o caso da igualdade na relagdo @, suponhamos
08 pesos t1, ... ,l,,t positivos (sendo f estritamente convexa).
Das estimativas acima, vemos que a igualdade em @ implica

F(1=t)a+tb)y="(L=1)f(a)+tf(b),

bem como

f(lt Ty n) B ().

1-1¢ 1—t

Por , a primeira dessas igualdades acarreta a = b, enquanto

a segunda, por hipétese de indugdo, dd z; = ... = x,. Como
a é uma média ponderada dos z}s, obtemos x1 = ... =z, =
a="0.

O

Tomando todos os pesos iguais na relagdo (5)), segue o

Corolario 14. Se f : I — R é convexa e x1,x9,...,2, € 1,
entao
plEtre et f@1) + f@2) + -+ f(zn)
n - n '
(7)
Além disso, se f € estritamente conveza, a igualdade ocorre
se, € §0 Se, T1 = Tg = ... = Tp.
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Uma aplicacao imediata do coroldrio anterior é a desigual-
dade entre as médias aritmética e quadratica.

Exemplo 15. A média aritmética ndo supera a média quadrd-
tica. Mais precisamente, se x1,xa,...,Ty SGO NUMETOS TCALS
positivos, entao

r1+To+ -+ Ty
n

<

o (®)

n

ocorrendo a igualdade se, e somente se, x1 = Xg = -+ = Tp.

Solugao. De acordo com o exemplo [4] podemos tomar f no

corolario [14] como a funcdo quadrética de regra f(z) = 2.

Logo,

)

($1+$2+"'+$n>2<x%+x§+"'+x%

n n

o que implica . O caso da igualdade ainda segue do referido
corolario, uma vez que f é estritamente convexa. O
5 Algumas aplicagoes

Exemplo 16. Sejam a,b,c numeros reais positivos tais que
a+b+c=1. Mostre que

max{a — ab,b — be,c — ca} > —. (10)

Neg V)

Solugao. Se a-afirmagdo do enunciado fosse falsa, cada uma
das expressées a — ab,b — be,c — ca seria menor que 2/9. Dali,
essas trés desigualdades, quando somadas, dariam

2

2
(a+b—|—c)—(ab+bc+ca)<3-§:§.

Sendo a + b+ ¢ = 1, poderfamos, entao, reescrever a desigual-
dade anterior como

2 1
1—(ab+bc+ca)<§<:>ab+bc+ca>§. (11)
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Por outro lado, a desigualdade @ permite estimar a soma
dos quadrados de a,b,c:

3

Logo, levando em conta a identidade

2
a2+b2+c2>3<a+b+c> 1

ab+bc+ca= =[(a+b+c)? — (a® + b+ ),

N =

teriamos

1 1 1 1
ab+bc+ca=2[1—(a2+b2+02)]§2(1—) =3

uma contradigdo com ([11)).
Portanto, nas hip6teses do problema, deve valer a desi-

gualdade . O

Exemplo 17. Se u,v,w sao nimeros reais tais que u+v+w =
uvw, mostre que

1 n 1 n 1
l+uv 1+ow 1+ wu

Solugdo. Deinicio, a fungao f : (—1,400) — R, definida por
f(z) =x/(1+x),é (estritamente) céncavaﬂ Com efeito, um
calculo direto com a regra do quociente d& f/(x) = 1/(1+2)?,
para cada 'z > —1, mostrando que f’ é decrescente. Pelo
teorema @ (adaptado para fungdes concavas), segue-se que f
é (estritamente) concava.

Dividindo ambos os membros da relagao v+ v +w = uvw
por uvw, obtemos

1 1 1

—+—+—=1
uv VW wu

3

3Se a regra y = g(z) determina uma funcéo convexa (resp. concava),
também é convexa (resp. concava), em um dominio adequado, a fungio
definida pela sentenca y = g(z + k) + 1, quaisquer que sejam os nimeros
reais k e . Nesse sentido, notando que f(z) =1 —1/(1 + z), o leitor é
convidado a justificar a observacao feita no texto a partir do exemplo
atentando aos comentarios que finalizaram a 22 secao.
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de sorte que t; = 1/uv,ts = 1/vw,ts = 1/wu formam um
sistema de pesos. Tomando x; = uv,r2 = vw,r3 = wu na
desigualdade de Jensen (com a desigualdade invertida,
pois trata-se da versdo para fungdes concavas), vem que

1 n 1 n I
l+uw  14ovw 1+wu
1 1
_%-f(uv)+@~f(vw)+@~f(wu)
(1 1 1 >
<fl— w4+ —- -vw+ — - wu
U VW wu
- 53 =3
= T

O

Exemplo 18 (IMO 2001, Problema 2). Sejam a,b,c nimeros
reatis positivos. Prove que

a b c

+ + > 1.
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

Solugdo. Agora, utilizaremos a funcao f : (0,+ c0) — R, de-
finida por f(z) = 1//z, de modo que f(z)? = 1/z. Como f
é derivavel, a igualdade anterior implica 2f/(x) f(z) = —1/22,
isto é, f'(x) = =1/22%/2, para cada x > 0. Dai, é facil
concluir que f’ é crescente, o que, de acordo com o teorema
[6] garante a convexidade de f. Utilizando a desigualdade de
Jensen com pesos

a b c
a+b+ca+b+ca+b+c

€ numeros

a® + 8be,b? + 8ca,c? + Sab,

obtemos

1 a b c
+ +
a+b+c<\/a2+8bc Vb2 + 8ca \/02+8ab)
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a 2
a+b+e f(a” + 8be) +

ﬁ - f(c* + 8ab)

S f(a(a2 + 8bc) + b(b? + 8ca) + c(c? + Sab))
- a+b+c

f(a3 + b3+ 3+ 24abc>

. (b2
a+b+c (b7 + 8ca)+

a+b+ec

a+b+e
a3 + b3 4+ 3 + 24abc’

Portanto,

a N b N c - (a+b+c)3
VaZ+8bc Vb2 +8ca V2 +8ab — V aP b3+ 3+ 24abc’
e a solugao estard encerrada se provarmos que

(a+b+c)® > a® + b3+ + 24abe. (12)

Expandindo o primeiro membro da desigualdade anterior e
cancelando os cubos, obtemos a desigualdade equivalente

3(a®b +b%c + c*a + ab® +bc*+ ca?) + 6abe > 24abc,

que também pode ser escrita como
a®b +b*c+ c*a + ab® + bc? + ca® > 6abe. (13)

Como o leitor pode verificar, a relagao anterior é uma con-
sequéncia imediata da desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica (para os seis nimeros a?b, ... ,ca?).

Alternativamente, poderiamos dividir ambos os membros
da desigualdade por abc e obter

a b ¢ b ¢ a
-+ —-+-+-+-+-2>6,
c a b ¢ a b
relagdo que, comutando as parcelas de posi¢oes 2 e 5 no 1°

membro, pode ser reescrita na forma
a ¢ c b b a
4 c4l 1 2) >6. 14
(c+a>+<b+c>+(a+b)_ (14)
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Notando que, para quaisquer numeros positivos x,y, vale
T Yy :
yTz2 2, pois

T Y s0a?ry?>oye (z—y)?2 >0,
X

Y
vemos que cada expressao dentro dos parénteses no 12 membro
da desigualdade é > 2, justificando aquela desigualdade.

De todo modo, como as relagoes , e S0
equivalentes, segue a veracidade de e, portanto, da desi-
gualdade proposta. O

Dicas para o Professor

Com o coroldrio[8] obtemos uma solugao direta do exemplo
ja que f” = a > 0. Todavia, a solucao mais elementar
apresentada permite que o-professor justifique em sala, caso
convenha, a discussdo do tipo de concavidade do grafico de
uma funcdo quadratica em fungao de seu coeficiente lider.

Fungoes convexas (ou concavas) sao, essencialmente, conti-
nuas. Mais precisamente, se f : I — R é convexa, entao
f é continua no interior do intervalo I. Esbocaremos os
principais pontos da demonstragdo, deixando os detalhes ao
encargo do leitor. Pois bem, fixado b no interior de I, seja
J ={z € I'|z < b}, um intervalo admitindo b como extremo
superior. ‘Agora, defina g : J — R por g(z) = f(b) f(x) , isto
é, g(xr) = myp. Afirmamos que g é mondétona nao- decrescente
e limitada superiormente. Com efeito, fixe ¢ € I e sejam a,z
pontos de'J tais que a < x < b < ¢. Como vimos no texto,
vale map < Mmyp < mye. Por outro lado, como mg, é uma
média ponderada de mg, e mgp, qual seja,

r—a b—x
Map = b—a May + m Myp,

segue-se que Mgp < Myp. Dessa forma, temos

g9(a) < g(x) < My,
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justificando a afirmacédo acima. Portanto, existe

mlig)l_ g(x) o $11>I})1_ T —0b
ou seja, f é derivavel a esquerda no ponto b.
De forma similar prova-se que f é derivavel a direita
no ponto b. Pela proposicao 4 da 12 parte dessa aula, f é
continua em b e, portanto, f é continua no interior de I.
Uma ultima observagao: é possivel que uma fung¢ao con-
vexa nado seja continua em algum dos (ou em ambos 0s)
extremos de seu intervalo dominio. Por exemplo, a funcao
f:[0,4+ 00) = R, de regra

z,se x>0
) = ,
/(@) {1,sew:0

é convexa e descontinua na origem.
Trés sessoes de 50min-devem ser suficientes para expor o
conteiido desse material.
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