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A nocao de composi¢do de fungbes surge naturalmente
quando temos funcdes f e g tais que a imagem de f estd
contida no dominio de g. Nesse caso, podemos encadear as
regras de f e g para gerar uma nova regra,

z = g(f(x)). (1)

A correspondéncia determina uma fungdo chamada com-
posta de f e g, denotada por g o f. Assim, por definicao,

(g0 f)(x) = g(f(x)) (2)

para todo x no dominio de f.

Por exemplo, se f e g sdo as fungbes polinomiais dadas
por f(z) =22 e g(x) = 2 — 2+ 1, a regra da composta go f
é obtida da seguinte forma:

(g0 f)(x) = g(f(x)) = fz)>= flz) +1
e (552)3 — 2241

=28 — 22+ 1.

1 Composicao de funcoes

Agora, convém formular em termos mais precisos a definicao
de composicao; apresentada acima.

Sejam fi: A — Beg:C — D fungoes tais que Im f C
C. Isso permite considerar a fungdo g o f, de dominio A e
contradominio D, cuja acao sobre os elementos de A consiste
na acao da funcao f seguida pela acdo da funcao g. Mais
explicitamente, go f : A — D é dada por .

Perceba que a regra de go f estd bem definida: para cada
a € A, temos f(a) € Imf C C; sendo f(a) um ponto do
dominio de g, é licito considerar sua imagem g(f(a)) € D.
(Veja a figura [1} )

Como jé antecipamos, a funcdo go f chama-se composta
de f e g, nessa ordem.
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Figura 1: a acdo da fungdo composta go f sobre um elemento
a € A

Observagdo 1. Muitos autores (sendo a maioria) definem a
composta de [ e g exigindo que o contradominio de [ seja
igual ao dominio de g, isto é, f+ A —- B eg: B — D.
Adotar esta definicdo ou a dada acima nao gera diferencas
essenciais. Realmente, se f wA = Be g:C — D forem tais
que Im f C C, entdo, denotando Im f por X, podemos ver f
como uma funcio f : A — X (tal que f(a) = f(a), para todo
a € A) e restringir g'a X, obtendo g|x : X — D; entretanto,
note que, para todo a € A, temos

(91x © @) = gx(f(a) = g(f(a)) = (g0 f)(a).

Assim, tanto gjx © f quanto g o f fazem corresponder, para
cada elemento de A, um mesmo elemento de D.

Observacao 2. Seguindo a risca a defini¢do de composta
que apresentamos, pode ocorrer de g o f nao estar definida
apenas porque nao consideramos o dominio maximal de g.
Por exemplo, se f : R — R e g:[0,1] = R sdo dadas por
f(x) = 2z e g(x) = coszx, vale Imf = R ¢ [0,1], o que
impede, artificialmente, a composi¢cao de f e g. Por outro
lado, considerando o dominio mazximal R de g, a composta
go f fica definida como uma funcdo de R em R cuja regra é
(g0 f)(x) = cos(2z).

Portanto, sempre que convier, tomaremos o dominio ma-
zimal de g ao considerar a composicdo de f e g.
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Exemplo 3. Considere as fungdes f,g : [0,+00) — R dadas
por f(z) =z —1 e g(x) = /z. Observando que

Im f = {f(z) | © = 0} = [-1,+00)

(e que [0,+00) € o dominio mazimal de g), a relagdo Im f ¢
[0, 4+00) impede que se defina a composta de | e g. E|

Por outro lado, faz sentido tomar a fun¢do composta fog,
a composta de g e f, porque a imagem de g € o intervalo
Img = [0,+00), o qual estd contida no dominio de f (em
verdade, nesse caso, esses conjuntos sio iguais). A _composta
fog:]0,+0) = R € dada por

(fog)(z) = f(g(x)) = f(Va) = Vz=1. .0

O exemplo [3] mostra que, em geral, a ordem em que as

funcdes sao consideradas na composi¢ao é importante, pois
uma das compostas pode existir mas.a outra ndo. Mais ainda,
mesmo que ambas as compostas f o g e-go f existam, elas ndo
necessariamente serao iguais, como veremos no exemplo |§| a
seguir. Em outras palavras, podemos dizer que a composi¢ao
de funcdes nao é comutativa.
Exemplo 4. Sejam f : R — R dada por f(x) = x+1 ¢
g : R — R dada por g(z) = 2. A imagem de f ¢ todo o
conjunto R e a imagem de g é o conjunto dos numeros reais
nao negativos. Assim, a imagem de cada funcdo estd contida
no dominio da outra e as duas compostas, fog e go f, podem
ser consideradas. Entretanto, temos

(fog)(z) = fg(x)) = f(a*) =a® +1

(go f)(z) =g(f(x)) = g(z+1)
:($+1)2:x2+2x+1.

IDe outra forma, os nimeros reais pertencentes ao intervalo [-1,0)
ndo podem pertencer ao dominio de g o f, pois, por exemplo, se 0
estivesse nesse dominio, deveriamos ter

(g0 £)(0) =g(f(0)) =g(-1),

mas g ndo estd definida em —1 (pois v/—1 ndo é um ndimero real).
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Logo, fog#gof. [

Podemos calcular também a composta de trés ou mais
fungoes, desde que as condigdes para a existéncia das com-
postas parciais sejam satisfeitas. Mais precisamente, dadas
trés funcoes f: Ay — As, g: A3 = Ay e h: A5 — Ag, com
Im f C A3 e Img C As, podemos considerar as compostas
hogego f. Além disso, como

Im(go f) Clmg C As,

também podemos considerar a composta h o (g o'f).

Assim, a composta das trés funcoes pode, a principio,.ser
obtida de duas maneiras: (hog)o f ou ho(go f). Mas, se
T € Ay, entao

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))

(ho(go f)) (@)= h((go fx))=h(g(f(x)))
Dessa forma, as fungdes (hog)o f e ho(go f) sdo iguais, o

que demonstra que a’composicdo de funcdes é associativa.

Exemplo 5. Para cada n' > 1 inteiro, seja f, : [0,1] = R
a fungdo dada por f.(x) = z*/™. Gostariamos de calcular
fo o f3o f4. Para tanto, comecamos observando que

r€[0,1] = ¥z €[0,1],

de sorte que Im f,, C [0,1], para todo n > 1 (em verdade,
Im f, = [0,1], mas a inclusdo nos bastard). Entdo, realmente
podemos considerar a composta fa o f3 o f4, e temos

(f20 fz0 fa)(@) = folfa(fa(@)) = fo(fs(a/"))
— fg(($1/4)1/3) — fg(.l?l/u)

_ (x1/12)1/2 — /24 O

Seja f : A — B uma funcio tal que Im f C A. Entéo,
dado um natural n > 2, podemos compor f consigo mesma
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n vezes, obtendo a fungdo composta fo...o f (com n cdpias
de f), que denotamos por f (), Nesse caso, dizemos que f{)
é a n—ésima iterada de f. Por uniformidade de notacdo,
costumamos denotar f por f()

Exemplo 6. Seja f: (0,+00) — R a fungio dada por f(z) =
1—1—%. Comoxz >0 = 1—1—% > 0, podemos calcular a n—ésima
funcao iterada . Entdo,

@) (g) = P S 1
f (I)ff(f(x))—1+f(x>f1+1+%
1 x 2x+1
=T e
B) () — FFD(p)) =10 - _ o413z +2
fg(x)_f(fQ(x))_Hf(?)(x)_1+2x+1_2x+1'

Continuando (verifique!), obtemos f*(z) = gi—frg, O (z) =
8x+5
5x+3

e, em geral,

£ (g) & Enrt® ¥ F
o+ Fy_q

onde F, € o n—ésimo termo da sequéncia de Fibonacci:
(0,1,1,2,3,5,8,13;...), dada por Fy = 0, F} = 1 e, para
cadan>1, Fou1 =F,+ F,—1. ]

Exemplo 7./Seja f: RXxR — R xR a fun¢do que aplica cada
par ordenado. (x;y) no par ordenado (—y,x), ou seja, tal que

f(l',y) = (*’y717),
para todos x,y € R. Calcule f292) (z,y).

Solugao. Cada aplicacao de f age sobre o par ordenado
(z,y) de duas formas: hd uma troca de posi¢ao entre as
coordenadas e uma troca de sinal da primeira coordenada.
Vamos, entao, calcular as iteradas de ordem 2, 3 e 4 de f:

f(2)($?y) = f(f(m’y)) = f(_y’x) = (—l‘, _y)-

2E a funcdo identidade de A por f(0).
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FO@,y) = f(fP(,y) = f(—2,—y) = (y,—2).
f(4)(1'7y) = f(f(g)(z7y)) = f(ya 717) = (Qf,y)

Os calculos acima mostraram que, a cada quatro aplica¢ées
de f sobre um par ordenado (z,y), voltamos ao mesmo par
inicial (x,y) ASSim’ f(4)(m,y) = (m,y), f(S)(x7y) = (x,y),
fO2)(z,y) = (z,y), etc. Em geral, f™ (x,y) = (x,y) sempre
que n for um multiplo de 4.

O maior multiplo de 4 menor que 2026 é 2024. Logo,

FE2 (2 ) = (2,y) e
F2026) (3 0y = £ ($2029) (5 1)) = £ (g, y) = (—zi—y).
[

Seja A um conjunto nao vazio. A .funcdo Idy : A — A,
dada por Id4(a) = a para todo a € A; é chamada fungao
identidade de A. Essa fun¢do tem a seguinte propriedade
em relacdo a composigdo: se f 1A — Beg:C — A sdo
funcdes quaisquer, entdo folda = f e Ids og = g. De fato,
para todos a € A, ¢ € C, temos

(folda)(a) = f(Ida(a)) = f(a)

(Idaog)(c) = Ida(g(c)) = g(c).

Para simplificar a notacao, escreveremos Id ao invés de
Idg.

Exemplo 8. Uma funcio f : A — A € chamada involugdo se
fof=1da. Nao € dificil verificar que as fun¢ées f : R — R,
dada por f(z) = —x, e g : R— {0} — R — {0}, dada por
g(x) = 1/z, sao involugies. Esse também é o caso da fun¢do
reflexdo r: R x R = R x R, dada por r(z,y) = (y,x). O

Dada uma funcao f : A — A, cujos dominio e contra-
dominio sao iguais a A, dizemos que a € A é um ponto fixo
de f se f(a) = a. Se existir um ntmero natural n tal que
f™(a) = ae f®(a) # a para 1 < k < n, diremos que a
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é um ponto peridédico de periodo n de f. Dessa forma,
pontos fixos sdo pontos periddicos de periodo 1.

No exemplo@ a igualdade f(z) = x implica que © = 1+%,
ou seja, 2 —x — 1 = 0. Como 2 deve ser positivo, temos que
T = 1+2‘[ Assim, 1+2f

é o tnico ponto fixo de f.

No exemplo [7} a origem (0,0) é o tnico ponto fixo de f e
todos os outros pontos sao periddicos de periodo 4.

No exemplo [8] os pontos fixos da func¢édo r sdo os que
satisfazem a igualdade (y,x) = r(z,y) = (z,y), ou seja, sdo
os pontos da reta y = . Os demais pontos sdo periédicos de
periodo 2.

2 Exemplos

Nesta secao, discutimos mais alguns exemplos relacionados
ao conceito de composicao de fungoes.

Exemplo 9. Sejam f,g: R — R funcdes tais que
fog=1Id e fof=gog.
Prove que go f = 1d.

Solugao. Utilizando a associatividade da composicao e as
relacoes dadas na hipGtese, obtemos

gof:IdO(gOf):(fog)O(QOf)
ofgo(gof)]=follgog)of]
fO[( flofl=folfo(fof)
=folfo(gog)=fol(fog)og]
= fo(Idog) = fog=1d.

O

Exemplo 10. Seja f: R — R uma fun¢do que comuta com
todas as fungoes afins crescentes. Mostre que f =

Solugao. Por hipdtese, temos

flax+b)=af(x)+b (3)
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para quaisquer ntumeros reais a, b, z, com a > 0. Fazendo
b=z =0 e a =2 na igualdade acima, vem que f(0) = 2f(0),
de modo que f(0) = 0. Assim, tomando z = 0 em (3),
obtemos f(b) = b para todo b real, ou seja, f = Id. O

Exemplo 11. Sejam f e g fung¢des reais de uma varidvel real,
tais que a composta go f estd definida. Se f e g forem (estri-
tamente) mondtonas, prove que go f também € (estritamente)
mondtona.

Mais especificamente, mostre que g o f é mondtona ndao
decrescente se f e g tém o mesmo tipo de monotonicidade,
e mondtona ndo crescente se f e g tém tipos diferentes de
monotonicidade.

Solugao. Suponhamos que f e g sejam mondtonas nao de-
crescentes (resp. monétonas nao crescentes). Dados x,y no
dominio de f, temos

r<y= f(x) < f(y) (resp. f(x) > f(y))
= g(f(z)) < 9(f)),

mostrando que g o f é mondtona nao decrescente. Os outros
dois casos sao igualmente simples. O

Exemplo 12. Mostre que nao existe uma funcdo f: R — R
mondtona e tal que fo f=—1Id.

Solucao. Basta perceber que, de acordo com o exemplo an-
terior, o fato de f ser mondtona implica que fo f é mondtona
néao decrescente. Como a fungdo — Id é decrescente, a igual-
dade proposta no enunciado é impossivel. O

Para o préximo exemplo, recordemos a nogao de isome-
tria do plano: fixado um plano II, uma aplicagao I : IT —
IT é dita uma isometria se I preserva distdancias, ou seja,
I(P)I(Q) = PQ para quaisquer pontos P,Q € II.

Sugerimos, ainda, a leitura da 2% se¢do da aula Trans-
formacdes Lineares no R? - Parte II, no médulo Geometria
das Transformacoes Lineares. La, o leitor encontrara o se-
guinte resultado de classificacdo das isometrias do plano
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(Teorema 14): se I for uma isometria do plano, entio I serd
uma translag¢do, uma rotagdo, uma reflexdo ou uma reflexdo
com deslizamento (i.e., a composta de uma reflexdo com uma
translagdo por um vetor paralelo a reta de reflexdo).

De acordo com os resultados do capitulo 6 da referéncia
[4], toda translacéo e toda rota¢do do plano se exprimem
como a composta de duas reflexdes. Esse fato, aliado ao
teorema do paragrafo anterior, implica o

Exemplo 13. Qualquer isometria do plano é a composta de
no mdximo trés reflexoes. O

Exemplo 14 (OBM - 2008). Determine a gquantidade de
fungées f:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} tais que f(f(x)) =
f(z) para todo x € {1,2,3,4,5}.

Solugdo. Sejam X ={1,2,3,4,5}, f:+X — X uma funcdo
satisfazendo a condicdo do enunciado e [ sua imagem. A
condicdo f(f(z)) = f(z), x € X, significa que f, restrita a I,
¢ a fungdo identidade desse conjunto.

Inversamente, escolhido um subconjunto nao vazio I C X,
obtemos uma funcao f : X — X satisfazendo as condi¢oes
do enunciado requerendo que-f(x) = x para todo z € T e
f(z) € I para todo z € X \ I.

Em suma, as funcées ftais que fo f = f ficam completa-
mente determinadas por I e pela restricao f|x\;: X \ [ — I.
Desse modo, contar a quantidade de fungdes que o problema
pede é o mesmo que contar o niimero de pares (I, f|x\1).

Se a imagem I de f possuir n elementos, em que 1 < n < 5,
entdao X \\.I' tem 5 — n elementos; portanto, a restrigao
flx\z : X \ I — I pode ser escolhida de n®~" formas. Como
ha (%) subconjuntos de X com n elementos, os principios
multiplicativo e aditivo combinatérios garantem que a quan-
tidade requerida de fungoes f nas condi¢bes do enunciado

s

e

5

Z(5>n5"5~1+10~23+1O'32+5~41+1-50
n

n=1

=5+80+90+20+1 = 196.
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Dicas para o Professor

Os exemplos [f] e [7] sdo importantes porque tratam da
iteracao de uma funcao, que é a composicao de uma fung¢ao
com ela mesma um numero finito de vezes.

O exemplo [12] admite a seguinte generalizacdo: se ag,a,
...,y # 0 forem ndmeros reais tais que a equacdo polinomial

ap+arx+---+az” =0
nao admita raizes reais, entdo a equac¢do funcional
aofO +arfM 4. qa, fM=0

nao admite solugdes f : R — R monétonasﬂ

A discussao ao final da secéo 1, sobre pontos fixos, pode
ser explorada mais a fundo com os recursos do Célculo. Por
exemplo, se f : [a,b] — [a, b] for uma funcdo continua, entao
existe um ponto fixo de f no intervalo [a,b]. Esse resul-
tado pode ser demonstrado utilizando-se o Teorema do Valor
Intermediario [4

Um resultado bem mais profundo sobre pontos peridédicos
de fungoes continuas é conhecido como Teorema de Sarkovsky.
Pode-se concluir a partir desse teorema que, se uma funcao
f, dada como no paragrafo anterior, tem um ponto periédico
de periodo. 3, entao ela tem pontos periédicos com todos
os periodos possiveis. Outra consequéncia do Teorema de
Sarkovsky é que se a funcao f possuir apenas um nimero
finito de pontos periddicos, entao todos eles terao periodos
que sao poténcias de 2.

Vocé pode comentar esses fatos com seus alunos, a guisa de
motivagdo, principalmente se eles estiverem sendo preparados

30 resultado ainda vale se trocarmos “monétonas” por “continuas”;
consulte o artigo [5].

4Confira [2]. Ha também uma versdo substituindo-se a hipétese
“continua” por “monétona nao decrescente”. Veja o exemplo 14 da aula
A Completude da Reta - Parte I, no moédulo Introdu¢dao ao Cdlculo -
Fungdes - Parte 2.
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para um curso de Célculo. Entretanto, a demonstracao do
Teorema de Sarkovsky esta além dos objetivos de um curso
introdutério de Calculo. Uma prova pode ser encontrada na
sugestao de leitura complementar [3].

A sugestdo de leitura complementar [1] aborda certas
funcgdes especificas, como as fungoes afins, quadraticas e ex-
ponenciais. J4 a sugestdo de leitura complementar [2] tem
uma abordagem mais proxima da que adotamos aqui, exi-
bindo propriedades gerais da composicao de fungdes, inclusive
algumas que nao expusemos aqui.

O material dessa aula pode ser coberto em trés encontros
de 50 minutos cada.
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