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Enunciaremos mais uma vez a regra da cadeia e apresen-
taremos uma demonstragdo desse resultado. Varios exemplos
e aplicagoes serao discutidos.

1 Introducao

Sejam f : I — R uma fungdo qualquer,a € Te¢: I\{a} = R
a funcao quociente de Newton de f em a, ou seja, tal que
f(@) — fla
sy 12 = 1@
T—a
para todo x € I\ {a}. Veja que, também para todos esses
valores de x, temos

f(x) = f(a) + o(x)(z = a).

Observe que, em principio, essa igualdade ndo tem sentido
quando x = a. Isso pode parecer um contrassenso, uma vez
que, quando = = a, o primeiro membro torna-se f(a) e z —a
torna-se 0. O problema, contudo, é que a funcdo ¢ nao esta
definida em a, de forma que nao é possivel fazer z = a na
igualdade acima.

Para remediar essa situacéo, suponha que f seja derivavel
em a. Entdo,

£(a) = lim f(2) — f(a) = lim ¢(x);
T—a €T —a r—a
estendendo a definigdo de ¢ ao ponto a pondo ¢(a) = f'(a),
obtemos uma fun¢ao ¢ : I — R tal que
o(a) = lim o(x). M)
Portanto, a fungao estendida ¢ : I — R sera continua em a.
Reciprocamente, suponhamos que o valor ¢(a) esteja defi-
nido de modo a tornar ¢ : I — R continua em a. Entao, a
igualdade (|1)) é valida, de forma que

1o 1@) = (@)
r—a T —a
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existe e é igual a ¢(a). Portanto, f é derivavel em a (e

f'(a) = ¢(a)).

Acabamos de demonstrar a

Proposicao 1. Uma fungdo f : I — R serd derivdvel no
ponto a € I se, e somente se, existir uma fun¢do ¢ : I — R,
continua em a, tal que

f(x) = fa) + ¢(x)(x — a) (2)
para todo x € I. Em caso afirmativo, valerd f'(a) = ¢(a).

Observacao 2. Nas notag¢des acima, se f for derivdavel em
a, entio ¢(x) =~ ¢(a) = f'(a) para x = a. Dai, a relagao
implica

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a)

sex &~ a, como jd comentamos na_aula Definicdo e Exemplos,
do mddulo Defini¢do de Derivada (confira a relagao (5) de ld
e a discussdo que segue).

A proposicio[3 contém uma formulagio exata desses fatos.

O interessante a respeito da aproximagdo expressa na
observacao anterior é que, supondo f derivavel em a, o erro

r(z) = flx) = (f(a) + f'(a)(z — a)) (3)

torna-se “desprezivel” relativamente ao incremento = — a
quando x-# a estiver suficientemente proximo de a; mais
precisamente,

tim 7 g (4)

T—a X — Q

Realmente, pela proposicao [T}

tim "5l (4(2) — £'(a)) = 8(a) — f(a) = 0.

T—a T — Q z—a

Costumamos exprimir em palavras a relacéo dizendo que
“no ponto a, o erro r(x) é um infinitésimo de ordem superior
a 1 em relagdo ao incremento x — a’.
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Mais geralmente, se g e h forem funcgoes reais definidas
numa vizinhanga do ponto a, com lim,_,, h(z) = 0 mas
h(zx) # 0 para todo x # a suficientemente préximo de a, a
sentenga “g(z) é um infinitésimo de ordem superior a 1 em
relagdo a h(x) no ponto a” significa que

x
lim 98 _ g
z—a h(x)

Para referéncias futuras, reescreveremos a proposi¢ao

em termos da funcgdo erro 7.

Proposicao 3. Sejam f: 1 — R ea € 1. Se f for derivivel
no ponto a, entdo a funcao erro (ou resto) r : 1. — R, definida
por , cumprird a condig¢io (4).

Reciprocamente, suponha que exista um numero real o tal
que, pondo

r(x) = f(z) = (fla) Helx —a))

para x € I, valha lim,_,, 7(x)/(x —a) = 0. Entdo, f serd
derivdvel em a, com f'(a) = «a.

Prova. J4 demonstramos a primeira parte. Para a segunda,

seja a € R tal que, pondo 7 como no enunciado, valha
lim, . 7(z)/(z — @) = 0. Entdo, para x # a, tem-se

0 = fim )

T—a l — Q

f(@) = (f(a) + oz — a))

= lim
r—a Tr—a
i (LD
T—a T —a
gy S = f@)
r—a r—a
Portanto, lim,_., W = «, de forma que f é derivavel
em a, com f'(a) = a. O

Podemos resumir a proposi¢ao [3] dizendo que uma fungdo
f serd derivdvel num ponto a de seu dominio se, e somente
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se, existir uma fungdo afim m tal que a diferenga f(x) —m(z)
seja um infinitésimo de ordem superior a 1 em rela¢do ao
incremento r — a no ponto a. Em caso afirmativo, teremos

m(z) = f(a) + f'(a)(z —a) [] (e f —m=).

2 Uma prova da regra da cadeia

Para conveniéncia do leitor, transcrevemos abaixo o teorema
1 da 12 aula desse médulo, fornecendo a regra para o célculo
da derivada da composi¢ao de duas fungoes.

Teorema 4 (Regra da Cadeia). Sejam g : J —1 uma fungdo
derivavel em xg € J e f : I — R uma funcao derivdvel em
g(zo). Entdo, a composicio f o g é derivdvel em xg e sua
derivada nesse ponto € igual f'(g(xo))-g' (xo), 0 produto das
derivadas de f e g nos pontos correspondentes. Assim,

(f 0 9) (x0) = f'(glxo)) - g (o). (5)

Prova. Utilizando a Proposicao para a funcéo g e o ponto
xg, bem como para a funcao f e o ponto yo := g(xp), temos

g(x) =g(wo) + (x — x0)0(x) (6)

f(y) = f(yo) + (y — vo)o(v) (7)

para todox € Jyy € I, sendo 0 : J - Re ¢ : I — R funcoes
continuas em g e g(xo), respectivamente, com 6(zq) = ¢'(xo)

e d(yo) = [ (yo)-
Tomando y = g(z) em @ e utilizando @ a fim de obter
o valor de g(z) — g(z¢), vem que

flg(= )) flg(z0)) + (9(x) — g(20))b(g(x))
f(g(w0)) + (= — z0)[9(g(x)) - O(z)]
f(g(x0)) + (2 — z0)¢Y(2),

1O grafico da funcéo afim m é a reta tangente ao grafico de f no

ponto (a, f(a)).
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sendo ¢ : J — R a funcdo dada por ¢(z) = ¢(g(x)) - 6(z).

Afirmamos que ¥ é continua no ponto zy. Com efeito, g é
continua em xg e ¢ é continua em g(zg). Logo, a composi¢ao
x +— ¢(g(z)) é continua em z e, agora, a afirmagao segue do
fato de que o produto de funcdes continuas no ponto xy (a
saber, ¢ o g e #) ainda é uma fung¢do continua em x.

Por fim, uma vez que v é continua no ponto xg, a igualdade
obtida acima para f(g(x)), juntamente com o resultado da
Proposicao , garantem que fog é derivavel em xg, valendo

(f09)(20) = 1(z0) = d(g(x0)) - O(z0) = f'(9(0)).: ¢ (o)
O

3 Algumas aplicacoes

d(z"*)

o = kxF=1 & expo-

A préxima proposigao estende a regra
entes reais k arbitrarios.

Proposicdo 5. Sejam k um nidmero real e F : (0,400) = R a

fungdo definida por F(z) = a*. Entdo, F ¢é suave e F'(z) =

kx*~1 para todo x > 0.

Prova. Se h: (0,+00) — R é dada por h(z) = klnz, entdo
k

F(l‘) _ elnx _ eklnx — exp(h(x)),

ou seja, F' = expoh. Como exp e h sdo fungodes suaves, a
proposicao-6-da aula Regra da Cadeia - Ezxercicios - Parte 11
garante a suavidade de F'. Além disso, pela regra da cadeia,
F’ = (exp’oh) - h' = F - I/, ou seja,

k
Fl(z) =2% = = ka® 1.
x

O

De maneira andloga a demonstracgdo da proposicao acima,
se f: 1 — (0,400) for uma fungao derivavel e k for um
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nimero rea entdo a funcdo I > = — f(z)* é derivavel,

valendo X
%ﬁ” = kf (@)1 (). (8)

Em verdade, temos o seguinte resultado mais geral.

Proposicdo 6. Sejam f: I — (0,400) eg: I — R fungéesn
vezes derivdveis (resp. suaves). Entdo, F : T — (0,+00), de-
finida por F(z) = f(x)9®) én vezes derivdvel (resp. suave).

Prova. Basta argumentar como na prova da proposigzio no-
tando que F' = expoh, em que h: I — R, h(z) =g(x)ln f(x),
é n vezes derivdvel (resp. suave). O

Para derivar uma func¢éo do tipo da proposi¢ao anterior,
escrevemos In F(z) = g(z)In f(z) e derivamos membro a
membro, com auxilio da regra da cadeia:

Pla) o g )
Py = 9@l T80
9(@)f (@)

Assim, F'(x) = F(z)g'(z) In f(z)4 F(z) o) de forma

que, substituindo o valor de F(z), chegamos & férmula

d(f (x)*™)

T = 1@ (@) f(2) + g() f(2)7 7 ().

Embora nao seja necessario memorizar a formula acima,
vale observar que a primeira parcela no 2° membro é a de-
rivada da funcio “exponencial” z — f(2)9(*), quando consi-
deramos f(z) como uma constante, ao passo que a segunda
parcela é a derivada da fungao “mondmio” z — f(z)9(®), ao
encararmos g(z) como uma constante.

No Teorema 6 da aula Reta Tangente - Parte 1, do médulo
Defini¢cdo de Derivada, vimos que, se I, J forem intervalos
e f: I — J for uma bijecdo derivavel, entdo a inversa
f~1:J — I sera derivavel em um ponto b = f(a) se, e

2Compare com a proposicio 5 da 1* aula desse médulo.
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somente se, f'(a) # 0; vimos também que, nesse caso, vale
() () = 1/1'(a).

Em particular, se f/(a) # 0 para todo a € I, entdo f~!
derivavel e

() = o )
Na notacio de Leibniz, se y = f(z), entdo x = f~1(y) e

a1

dy y=b - % z=a

(nas hipéGteses acima sobre a e b). Assim, se f/ for diferente
de zero em cada ponto de I, a relacdo entre as primeiras
derivadas de f e de sua inversa pode ser escrita na formaﬂ

dx 1
—_— = . 1

Proposicao 7. Suponha que-f.: I — J seja uma bijecio n
vezes derivdvel (resp. suave), com derivada ndo nula em cada
ponto. Entdo, sua inversa. f~! : ' J — I também é n vezes
derivdvel (resp. suave).

Prova. Argumentaremos por inducdo em n. Para n = 1,
o resultado segue dos comentarios acima. Se a proposicao
for valida para um certo natural n, seja f : I — J uma
bijecdo n + 1 vezes derivavel com derivada nao nula em cada
ponto de I."Pela hipétese de inducdo, sabemos que f~*

n vezes derivdvel. O mesmo se pode dizer de f’, devido a
ordem de diferenciabilidade de f. Dal, a proposicao 6 da 22
parte da aula anterior garante que f’ o f~! também é n vezes
derivavel. Logo, a hipc’)tese sobre f’ (de ndo anulamento)
permite afirmar que (F~Y =1/(f"of~1) é n vezes derivavel,
ou seja, que f~ é n + 1 vezes derivavel. O

Uma bijegao derivavel com inversa derivavel chama-se um
difeomorfismo.

3Para a férmula a seguir, valem as mesmas observacdes feitas na 12
aula desse médulo sobre a regra da cadeia escrita na notagdo de Leibniz.
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Por exemplo, exp : R — (0,+00) e tg: (— %,%) = R
sdo difeomorfimos, uma vez que sao bijecoes e suas fungoes
inversas, In : (0, +00) — R e arctg : R — ( -3, %) também
sdo derivaveis. (Realmente, a derivabilidade das inversas de
exp e tg segue, conforme observamos anteriormente, de que
exp/(z) = exp(z) # 0 para todo z > 0 e tg'(z) = sec?(x) # 0
para todo z € (— ,%).)

Por outro lado, a funcio cibica z — 22 ¢ um exemplo de
homeomorfismo (uma bije¢do continua com inversa continua

suave que nao é um difeomorfismo, pois sua inversa.y = &y
nio é derivavel em 0Pl

Com essa terminologia, a proposicao anterior enuncia
que todo difeomorfismo n vezes derivéavel (resp. suave) tem

inversa n vezes derivavel (resp. suave).

4 Exemplos

Nesta secdo, discutimos alguns exemplos mais dificeis.

Exemplo 8. Prove que cos® 6 < cos(kf) para 0 < 0 < /2 e
0<k<l1.

Solugao. Definindo f :[0,7/2) — R pela regra
f(0) = cos(k#) — cos”* 0,

as consideracoes da se¢do anterior permitem afirmar que f é
derivavel, com

')

—ksen(k@) — kcos* 1 §(—sen 0)
= k(cos" ! fsen 6 — sen(kf)).

Para 6 € (0,7/2), temos k—1 < 0 < cosf < 1,0 < kf < 6
e sen crescente. Portanto, seguem as relagoes cosF~ 1 >1e

4Confira a discussdo ao final da p. 8 da aula Ezercicios - Parte I, no
médulo Fungdes Continuas.

5Portanto, todo difeomorfismo também é um homeomorfismo, muito
embora a reciproca seja falsa.
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sen § > sen k. Multiplicando essas duas ultimas desigualda-
des, chegamos & conclusdo de que f’ > 0 em (0,7/2), o que,
juntamente com a igualdade f(0) =0, dé f(6) > 0 para todo

0 € (0,7/2).
A solucéo estd encerrada, pois f(6) > 0 equivale & desi-
gualdade proposta no enunciado. O

Exemplo 9. Considere a fun¢io f : (0,400) — (0,+00)

definida por .
flz) = <1 + ;) .

Mostre que f € crescente e calcule os limites de’ f(x) quando
x— 0% ez — 4o0.

Solugao. Reescrevendo a expressdao que define f(z) como

Inf(z) =zln <1+ i),

a regra da cadeia e demais regras de derivagdo implicam

(@) _ 1 —
@) _ln<1+$>+w'1+i

1 1
:ln<1+) .
x x+1

Isso nos leva ao estudo do sinal da fun¢éo g : (0, +00) — R,

de regra
1 1
=ln{14+-) - .
9(x) n<+x> poras
Sendo
1
-5 1
! _ 3:2
g(x)_1+§+(z+1)2
B 1
 z(z+ 12

vemos que ¢’ é negativa, de sorte que g é decrescente. Dali,

glx) > lim g(t)=In(1+0)—0=0

t——+oo
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para cada x > 0, permitindo concluir que f’ = f - g é positiva.
Portanto, f é crescente.

Para calcular o limite de f na origem, facamos a mudancga
In(1+y)

de varidvel x = 1/y, atentando ao fato de que - 0
quando y — +0o ﬂ
z—0t z—0t y——+00
— lim eln(ly-%—y) _ elimy—>+oo 1n(1y+y)
Yy—r+00
=e =1.

Para encerrar, o Teorema 7 da aula Defini¢gao, do moédulo
Derivada como Fungdo, da lim, 1 f(z)=e. O

Exemplo 10. Encontre todos os difeomorfismos y : R — R,
duas vezes derivdveis e tais que

Solugao. Comecaremos derivando a relacao ,

dzx 1
— =
dy ﬁ

em relagdo a y. Para realizar esse calculo, vale notar que o
2°2 membro é uma composigdo de trés fungoes: y — x = x(y),
x 2z =dy/dv e 2 — 271, Logo, pela regra da cadeia,

d2
A’z e dx

W ()

ou seja,
d2
dQQZ o dT,‘g
dy? dy )3’
y (dm)

6Vide relagdo (5) da aula Ezercicios - Parte I, do médulo Derivada
como Fungao.

http://matematica.obmep.org.br/ P.10
matematica@obmep.org.br



Isso permite reescrever a EDO satisfeita por y como
2
Py _ G
2 7 rdy)\3
do® ()

dy\" d?y d?y
4 =4—=.
(dx) dz? dx?
Assim como o 22 membro, o 12 membro da igualdade

anterior também é uma derivada, qual seja, a derivada da
fungdo = + (dy/dx)*. Entdo, devemos ter

4
OEEm
dx dx

sendo k uma constante.

Dessa forma, qualquer avaliagao de-dy/dz em um ponto x
é raiz do polinémio X4 = 4X +k, de onde segue que a imagem
da funcdo derivada dy/dz é finita m Como tal imagem é um
intervalo, pois z — dy/dx 'é continua em toda a reta (ja que
é derivével), dy/dx é necessariamente constante.

Portanto, y é uma funcao afim da forma y = ax + b, com

a # 0 e b nimeros reais. Reciprocamente, toda fun¢do afim
d?z _—
=
derivadas d?y/dx? e d*z/dy? sao identicamente nulas.
Concluindo, o conjunto-solu¢do da EDO dada consiste

das funcGes afins ndao constantes. O

ou, ainda,

2
nessas condigoes satisfaz fm—é{ + 0, pois as segundas

Exemplo 11. Eziste alguma fun¢ao duas vezes derivdvel f :
(—m, )= R tal que
f(zx —senz) =zt

para todo x € (—m,m)?

"Lembre-se de que um polinémio real de grau n > 1 admite no
maximo n raizes reais.
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Solugao. Nao. Caso contrario, a primeira observagao seria
de que f é uma funcdo par. Com efeito, a funcdo g :=
Id—sen : (—m,m) — R é suave e sua imagem contém o
intervalo (—m, 7). (Para verificar essa dltima afirmacao, basta
notar que a imagem de g é um intervalo e que lim,_, 1, g(x) =
+7). Assim, dado um ndmero real y € (—m,7), podemos
escrever y = x — senx para um certo € (—m, ), de modo
que

f(=y) = f((—2) = sen(-x)) = (~2)" = f(y).

Dai, pelo exemplo 2 da aula anterior, f’ seria‘uma funcao
fmpar, de sorte que f/(0) = 0.

Logo, pela proposigéoaplicada a f', existiria uma funcao
¢ : (—m,m) = R, continua na origem, tal que f'(z) = z¢(x)
para todo —mw < x < 7.

Por outro lado, a regra da cadeia permitiria escrever

f(x —senx)(1l— cosx) = 4x3
isto é,
(z —senz)(1 — cosz)p(x — sen ) = 4a>.
Observando que

. x—senx . l—cosx 1
lm —— =0 e lim ——— = —,
x—0 x z—0 .’L‘2 2

a igualdade anterior daria

. r—senzx 1—cosx
4= ill)% ( . T oz — senx))
—0-L.40)=0
=05 =0,
o que é um absurdo. O

8Também é possivel concluir dessa igualdade a relagdo f/(0) = 0.
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Dicas para o Professor

A Proposicao [1 devida ao matematico grego Constantin
Carathéodory (1873 - 1950), se configura como uma alter-
nativa a formulagao classica de diferenciabilidade. Como
observado no artigo [1], esse resultado permite provas elegan-
tes de vérios teoremas do calculo diferencial, em especial a
regra da cadeia.

Em relagdo ao exemplo existe uma unica fungdo
f: (=7, 7) = R satisfazendo a regra do enunciado.~Basta
notar que a funcdo g, definida na solugdo, determina um
homeomorfismo do intervalo (—m, ) sobre ele mesmo. Se de-
notarmos a inversa de ¢ por h, entdo f = h* é a nica funcio
real definida em (—, ) e satisfazendo f(z~senz) = x? para
cada x em seu dominio. Além disso, f é par;de classe C' e
a restrigdo de f ao intervalo perfurado (=, ) \ {0} é suave
(todas as afirmagoes ndo demonstradas devem ser encaradas
como exercicios). Nesses termos, o que fizemos na solugdo do
altimo exemplo foi, essencialmente; mostrar que a segunda
derivada de f na origem nao existe.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.
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