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Nesta aula, apresentaremos um importante resultado,
equivalente ao Teorema do Valor Médio: o Teorema de Rélle.
Apés enunciarmos e demonstrarmos esse teorema na Secao [I]
discutiremos diversas aplica¢oes nos exemplos da Se¢do

1 O Teorema de Rolle

A proposi¢ao que dd nome & secdo afirma em palavras que,
se o grafico de uma funcdo derivavel admitir uma corda
horizontal, entdo, em algum ponto do intervalo que define
essa corda, a reta tangente ao grafico também serd horizontal.
Mais precisamente,

Teorema 1. Seja f : [a,b] = R uma funcdo continua, a qual
é derivdvel no intervalo aberto (a,b)..Se f(a)= f(b), entdo
existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Prova. Pelo teorema dos valores extremos EL f assume valo-
res minimo m e méximo M no-intervalo [a, ).

Se esses valores forem assumidos nos extremos a e b, a
hipétese f(a) = f(b) garantird m = M, de sorte que f
serd constante. Dai, valerda f’(c) = 0 para todo ¢ € (a,b),
encerrando a demonstragao.

Caso algum desses valores extremos nao seja assumido
em a ou b, tal valor devera ser assumido em um ponto ¢ do
intervalo (a,b). Pela observacdo 6 da aula Propriedades -
Parte III, do médulo Derivada como Fungdo, segue a relagao
f'ley=0. O

2 Exemplos

Sejam I um intervalo, £ > 2 um ntmero natural e x; <
To < ... < xp pontos de I que anulam uma funcdo derivavel
f: I — R. Entao, em cada intervalo aberto (z;,z;41), 1 <
1 <k — 1, ha pelo menos um zero da derivada f’. Isso segue

LConfira o Teorema 9 da aula Continuidades Laterais e em um
Intervalo, do médulo Fung¢des Continuas.
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imediatamente do teorema de Rolle, onde a hipdtese “f é
derivavel” e as igualdades f(z;) = f(x;31) = 0 permitem
concluir a existéncia de um ponto ¢; € (z;,2;41) tal que
f'lei) = 0.

Da discussao acima segue que, se uma func¢ao derivdvel
admitir k + 1 zeros distintos em um subintervalo de seu
dominio, entdo sua func¢do derivada admitird pelo menos k
zeros no interior desse mesmo subintervalo.

O préximo exemplo refina a observagdo do paragrafo
anterior no caso em que a funcdo f é polinomial. Antes; vale
recordar que, se « for raiz de um polindémio P, entao « serd
raiz de multiplicidade k£ > 1 de P se, e s6 se, « for raiz de
multiplicidade & — 1 do polinémio derivado P[]

Vale também recordar que um polinédmio P de grau n
admite exatamente n raizes complexas, repetidas-de acordo
com suas multiplicidades; esse é o contelido. do Teorema Fun-
damental da Algebra, cuja demonstragao pode ser encontrada
na Secdo 3.3 da referéncia [3].

Exemplo 2. Se todas as raizes complexas de um polinémio
P forem reais, entdo todas as raizes complexas do polinéomio
derivada P’ também serdo reais.

Solugdo. Seja P um polindmio de coeficientes reais e grau
n > 1, satisfazendo a hip6tese do enunciado. A solucdo estard
completa quando mostrarmos que P’ admite, contadas as
multiplicidades, n — 1 raizes reais.

Se todas as raizes de P forem iguais a um certo nimero
real o, entdo P(z) = a(r—a)™ para um certo a € R\{0}, logo,
P'(z) = na(z — a)" 1. Assim, a serd raiz de multiplicidade
n — 1 de P’ e a solucao estara encerrada.

Caso P admita pelo menos duas raizes reais distintas,
sejam 7 < Ty < ... < T as raizes distintas de P. Se m; for
a multiplicidade da raiz z; para 1 <14 < k, teremos

P(x)=a(zx —x1)™ (x —x2)™ ... (x — 2x)™",

2Confira o exemplo 14 da aula Propriedades - Parte II, do médulo
Derivada como Fungao.
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para um certo a € R\ {0}; como P tem grau n, vale a relacdo
mi+mo+...+mr =n.

Pela discussao anterior ao exemplo, existem k — 1 raizes
distintas ¢1,...,cx—1 de P, com ¢; € (x;,z;41) para cada
1 <i<k-—1. Além disso, o fato de x; ser raiz de multipli-
cidade m; — 1 de P’ (também observado na discussdo que
antecede a prova), garante que P’ tem, contadas com suas
multiplicidades, pelo menos

k-1D+mi—-D+...4(mp—1)=(k-1)+n—k)
=n-1

rafzes reais. Como P’ nao pode ter mais que n — 1 raizes
reais, concluimos que todas as raizes de P’ sdo reais. O

Ainda em relagdo ao exemplo anterior, note que as raizes
de P’ pertencem ao conjunto {xy,.:.,xg,c1,...,¢ck—1}. No
entanto, o ponto z; deve ser/omitido da lista de raizes de P’
sempre que m; = 1; por outro lado, cada ¢; é, necessariamente,
uma raiz simples de P’.

Seja P um polinémio real, nao constante, cujas raizes sao
todas reais. Conforme comentamos acima, cada raiz de P’,
que nao for raiz de P, deve ser uma raiz simples de P’. De
outro modo, todas as raizes de multiplicidade maior que ou
igual a 2 de P" também devem ser raizes de P. Dali, segue o

Exemplo 3. Seja P um polinémio real e ndo constante. Se
existir a € R com P(a) # 0, mas P'(a) = P"(a) =0, entdo
P possui uma raiz em C\ R.

Prova. Observe que a é uma raiz de multiplicidade maior
que ou igual a 2 de P’, devido & condigdo P'(a) = P"(a) = 0.
Dai, se todas as raizes de P fossem reais, os comentarios an-
teriores ao exemplo garantiriam que P(a) = 0, contradizendo
a hipétese. O

Exemplo 4. Considere o polinomio real de grau 4

P(z) = az® + b2 + ca® + dz + e.
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Se 3b2 < 8ac, mostre que P admite no mdximo duas raizes
reais distintas.

Prova. Pela discussao do inicio desta se¢ao, se P admitisse
pelo menos trés raizes reais distintas, entdo P’ admitiria pelo
menos duas raizes reais distintas. Iterando o argumento,
seguiria que P’ = (P’)’ possuiria pelo menos uma raiz real,
o que nao é verdade. Com efeito, a segunda derivada de P é
o polindémio quadratico

P"(x) = 12az* + 6bx + 2c,
cujo discriminante
A = (6b)? — 4(12a)(2¢) = 12(3b* — 8ac)

é negativo, por hipdtese.

Portanto, P” ndo admite raizes reais, de modo que o
argumento acima assegura que P deve possuir, no maximo,
duas raizes reais distintas. O

2

Exemplo 5. Mostre que a equacdo x* = xsenx + cosx tem

exatamente duas raizes reais.

Prova. Seja f a funcéo real de uma varidvel real cuja regra
é f(z) = 22 — (zsenx +cosx). Entdo, as raizes (reais) da
equacao dada correspondem aos zeros de f.

Como

f(z) =22 — (sewrt + wcosz — seaT) = (2 — cosx)

e2—cosx >0 para todo x € R, vemos que 0 é o tinico ponto
critico de f, ou seja,

flx)y=0&z=0.

Pelo teorema de Rolle, f admite no maximo dois zeros. Real-
mente, se a < b < ¢ fossem zeros de f, haveria um zero de f’
em cada um dos intervalos (a,b), (b,¢), o que é impossivel.

Por fim, precisamos verificar que f tem pelo menos dois
zeros. Com efeito, as relagoes

f(=m)=f(m)=7m*+1>0> 1= f(0)
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garantem, via TVI, a existéncia de pelo menos um zero de f
em cada um dos intervalos (—m,0), (0, 7). O

Em relacao ao préximo exemplo, uma espécie de genera-
lizacdo do teorema de Rolle, lembre-se de que uma funcao
f:I—Rédita de classe C° se for continua e, para k > 1
inteiro, de classe C¥ se for k vezes derivavel e sua k-ésima
derivada, f*) : I — R, for continua.

Exemplo 6. Seja f : [a,b] — R uma fungdo de classe O™ 1,
n vezes derivdvel no intervalo aberto (a,b). Suponha que

fla) = Fla) = - = ") = FB) =0,
Prove que f"(c) =0 para algum c € (a,b).

Prova. Facamos indugdo em n € N.

O caso n = 1 é verdadeiro, por uma aplicacao direta do
Teorema de Rolle. Realmente, nesse caso as hipdteses sdo que
f :]a,b] = R é uma fun¢ao continua, derivavel no intervalo
aberto (a,b), com f(a) = f(b) = 0; por outro lado, a tese é
que f’(c) = 0 para algum ¢ € (a,b).

Assumindo a validade do resultado para um certo natural
n, suponhamos que

fla) = f'(a) == f""D(a) = f"(a) = f(b) =0,

sendo f : [a,b] — R uma funcdo de classe C", a qual é n + 1
vezes derivavel no intervalo aberto (a,b).

Pela hipétese de inducio, vale f(™)(2¢) = 0 para algum
ro.€ (a,b). Dai, as igualdades f(a) = f(™(x4) = 0 acar-
retam, via Teorema de Rolle (aplicado a f(™)), a existéncia
de ¢ € (a, o) tal que f D (c) = (f™)(c) = 0. A indugao
estd, pois, completa. O

Exemplo 7. Mostre que, para cada n natural, a equacdo

possui uma unica solucdo real.
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Solugao. Certamente, 0 é uma solucdo. Em verdade, defi-
nindo f: R — R por

fa)=e" =3 =

=0

é facil verificar que f(0) = f/(0) = ... = f™(0) = 0. Por-
tanto, se houvesse uma outra solugdo b da equagao proposta,
isto é, se tivéssemos f(b) = 0 para algum b # 0, o exem-
plo anterior implicaria a existéncia de um real xg tal que
FOtD (o) = 0.

Por outro lado, temos f = exp —g, em que g é um po-
linémio de grau n. Dai, ¢+ = 0, de modo que

FOFD (D) (D) e

o que gera uma contradi¢cdo: a exponencial-nunca se anula,
ao passo que f(" 1) teria um zero em .
Assim, 0 é a dnica solugdo da equagdo proposta. O

Exemplo 8 (Leningrado 1991 - adaptado). Seja n um inteiro
positivo. Dados quatro numeros reais a < b < ¢ < d, mostre
que existem dois desses mumeros, x e y digamos, tais que

4"y Ty £ L
Prova. Suponhamos, por contradi¢ao, que ocorra
gty byt eyt =1

para quaisquer z,y € {a,b, c,d} distintos.

Afirmamos que o polindmio P(X) = X! — X satisfaz
P(a) = P(b) = P(c) = P(d). Com efeito, se =,y forem
numeros distintos dentre a, b, ¢, d, a relacao acima, quando
multiplicada por x — ¥y, da

xn+1 o yn+1 =z—y
o que equivale a P(z) = P(y).

Pelo Teorema de Rolle, a derivada de P se anula em
cada um dos intervalos (a, b), (b, ¢), (¢, d), de onde segue que
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a equagdo P’(xz) = 0 admite pelo menos trés raizes reais
distintas.

Porém, essa ultima conclusao é falsa. De fato, temos
P'(x) = (n+ 1)z™ — 1, de sorte que P’(z) = 0 se, e somente
se, z" = 1/(n+1). Quando n é par (resp. impar), essa
equagao possui exatamente duas (resp. uma) solugio, de
onde se vé que a equagdo P’'(z) = 0 ndo admite mais que
duas solugoes. O

Exemplo 9. Prove que o n-ésimo polinémio de Legendre,

L,(z): d-

= —— (22— 1)"
dx”(m )"

possui n raizes distintas no intervalo (—1;1).

Solugdo. Observando que (z2—1)" = (z+1)"(z~1)", vemos

que o polindmio P(z) := (22 — 1)", de grau 2n, admite exa-
tamente duas raizes distintas, —1 e 1, sendo a multiplicidade
de cada uma delas igual a n.

Assim, para cada 1 < m < n, temos que —1 e 1 sdo raizes
de multiplicidade n — m da m-ésima derivada P de P.
Adicionalmente, afirmamos que P(™ admite m raizes distin-
tas no intervalo aberto (—1, 1)E| Facamos essa verificacdo por
indugdo em m € {1,2,...,n}.

Para m = 1, temos

P'(z) =2nx(z® — 1) = 2nx(z + )"z - 1)" 1,

de forma que 0 é uma raiz de P’ em (—1,1).

Agora, supondo que a afirmagdo do penultimo paragrafo
seja verdadeira para um certo m, com 1 < m < n, segue que
P(™) admite m + 2 raizes distintas no intervalo [~1,1]. Pelo
Teorema de Rolle, entre quaisquer duas raizes consecutivas de
P(™) hg alguma raiz de seu polindmio derivado, de sorte que
P+ — (P possui m + 1 rafzes distintas no intervalo
aberto (—1,1).

3Assim, contando multiplicidades, seguira que p(m) possui ezxata-
mente m rafzes distintas em (—1,1) e que todas elas sdo simples.
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Como caso particular da proposi¢do mais geral provada
acima, temos que, para m = n, o n-ésimo polinémio de
Legendre L, = P admite n raizes distintas no intervalo
aberto (—1,1). O

Exemplo 10 (IMC - 2023). Seja V' o conjunto das fungées
continuas f : [0,1] = R, derivdveis em (0,1), tais que f(0) =
0 e f(1) = 1. Determine todos os a € R tais que, para toda
f €V, exista algum ¢ € (0,1) satisfazendo

fle)+a=f(o)

Solugdo. Afirmamos que 1/(e — 1) é o inico ndmero a com
a propriedade requerida.

Com efeito, seja a um ntmero satisfazendo as condigoes
do enunciado. Se f(z) = e::ll, 0<z<l, entao feVe
deve existir ¢ € (0,1) tal que

a=fle)— Jle) ==

Para provar que 1/(e—1) realmente serve para toda f € V
dada, considere a fungéo g : [0,1] — R definida por

(e—l)f(x)—l—l_

9(z) = (e —1)e®

Entéo, g é continua, derivivel em (0,1) e

0) = =g(1
9(0) = = = o(1)
Pelo Teorema de Rolle, vale ¢’(¢) = 0 para algum ¢ € (0, 1),
em que
, f'x) = fz) = 5
g(z) = — :
e
se 0 <z < 1. Dal,
7(6) = f(e) ~ 5 =0
e—1
ou seja, f(c) + =5 = f'(c). Isso demonstra a afirmagdo feita
no inicio e conclui a solugao. O
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Para o préximo exemplo, é ttil elaborarmos alguns preli-
minares; fazemos isso no lema a seguir e em seu coroldrio.

Lema 11. Sejam f,g: I — R fungdes derivdveis definidas
no intervalo I, a € I e (xy)nen uma sequéncia de pontos em
I\ {a}, convergindo para a e tal que f(x,) = g(x,) para cada
natural n. Entdo, existe uma sequéncia (Yn)nen de pontos
em I\ {a}, convergindo para a e tal que f'(yn) = ¢'(yn) para
cada n.

Prova. Uma vez que z,, # a, para todo n, hd uma infinidade
de termos x, < a ou uma infinidade de termos z, > a.
Suponhamos, sem perda de generalidade, a ocorréncia do
segundo caso. Para simplificar a notagao, a subsequéncia
de (z,) constituida pelos termos maiores que a ainda serd
denotada por (z,), o que permite escrever @, > a para todo
natural n.

Isso posto, ponha k; = 1. Como x,;, = a, existe um indice
ko tal que zy, € (a,xg,); em-particular, ks # k1 = 1, logo,
ko > kq1. Da mesma forma, como x,, — @, podemos tomar um
indice k3 > ks tal que xy, € (a,zk,); em seguida, tomamos
um indice k4 > k3 tal que zp, € (a,zk,) € assim por diante.

Dessa forma, construimos uma subsequéncia decrescente
(7x;)jen de (2 )nen.  Ademais, como limy, o 2, = a e toda
subsequéncia de uma sequéncia convergente converge para o
mesmo limite, segue que lim;_, o Tg; = a.

Como f(x,) =g¢(zy,) para cada n natural, temos

(f _g)(xkj) = (f _g)(xkj+l)

para todo j € N. Portanto, o Teorema de Rolle garante a
existéncia de y; € (zx,,,, ;) satisfazendo (f — g)'(y;) = 0,
isto ¢, f'(y;) = ¢'(y;). Sendo a < wz,,, < y;, temos, em
particular, y; # a para todo j. Além disso, o fato de (xy; ) en
convergir para a garante, de acordo com as desigualdades
a < y; < m,, a validade de lim;_, y; = a, terminando a
demonstracao. O

Corolario 12. Nas hipdteses do lema anterior, suponha, em
adi¢do, que f e g sejam fungdes suaves. Entdo, as derivadas
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de f e g no ponto a coincidem em todas as ordens, ou seja,
f®(a) = g™ (a) para todo k > 0.

Prova. Com efeito, fixado k > 0, podemos iterar k vezes a
conclusdo do lema[I1] a fim de garantir a existéncia de uma
sequéncia (y,) de pontos em I\ {a}, convergindo para a e
tal que ) (y,,) = ¢'*) (y,,) para cada natural n. Portanto, a
continuidade das derivadas f*) e ¢g(®) d4

fPa)= lim fP(y,) = lim g™ (y,) =g"(a),

n—-+00 n—-+00
como desejado. O

Exemplo 13 (Putnam - 1992). Seja f: R — R uma funcdo

suave. Se )
1 n

o)==

n n®+1

para todo n € N, calcule as derivadas f*)(0) para k € N.

Solugdo. Definindo g : (—1,1) = R pela regra g(z) = ﬁ,
vemos que g é uma fungdo suave satisfazendo g(1) = f(1),
para cada n natural. Pelo corolario obtemos f(*)(0) =
g™ (0) para cada k > 0. Dessa forma, a solucio estars en-
cerrada quando calcularmos as derivadas de g na origem.

Faremos isso por meio da

Afirmacgdo:
(i) As derivadas de ordem impar de g na origem sdo nulas.

(ii) ‘As derivadas de ordem par de g na origem se calculam
pela férmula

g®9(0) = (~1)*(2k)!,
para todo inteiro nao negativo k.

Realmente, como g é uma fungio (suave) par, suas derivadas
de ordem impar sdo fungoes impares, o que implica o item
(i), j& que uma funcdo fmpar se anula na origem.
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Quanto ao item (ii), a férmula vale para k = 0, pois
g(0) = 1. Se k for um inteiro positivo, observe que

gx)=1-a®+a* — 2%+ . .+ (-DF2? 4+ .. |

por conta da férmula da soma de uma PG infinita cuja razao
tem médulo menor que 1. Desse modo, podemos escrever

g(@) = pa) + (=1)*a** + (-1)"*12?E g (), (1)

em que p(z) =1 — 2% 4., 4 (=1)F1z20-1),

Sendo p um polindémio de grau menor que 2k, vem que
pk) = 0. Por outro lado, as derivadas na origem, até a
ordem 2k, da fungdo polinomial z — (—1)F 12241 s30
todas nulas. Dali, a observacdo anterior ao exemplo 7 da
aula Regra da Cadeia - FExercicios - Parte I assegura que
também sdo nulas na origem as derivadas;até a ordem 2k,
da funcao = +— (—1)*+t122(-+Dg(z). Pelo exposto, a relagio
faz concluir que a derivada de ordem 2k na origem da
fungdo g nada mais é que a derivada de ordem 2k na origem
da funcio polinomial z +— (—1)¥2%* qual seja, (—1)*(2k)!.

O

Dicas para o Professor

Na terceira parte desse material, o Teorema de Rolle
serd utilizado para demonstrar um resultado fundamental do
calculo diferencial, o qual intitula a aula: o Teorema do Valor
Médio (TVM). Nesse sentido, chamamos a atengdo do leitor
para o exemplo [6 uma vez que a proposigdo 14 enunciada
permite uma poderosa generalizagdo do TVM, conhecida na
literatura como Formula de Taylor com resto de Lagrange.
Por sua vez, deveremos abordar tal generalizacdo em uma
aula futura.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetdo desse material.
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