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1 A soma dos termos de uma PG
finita

Dando continuidade a nosso estudo de progressoes
geométricas, concentraremos nossos esforgos aqui em obter
uma férmula que nos permita calcular a soma dos termos
de uma PG infinita, desde que tal soma faga sentido.

Vimos nas aulas anteriores que a soma dos termos de
uma PG finita (a1, as,...,a,), com razao ¢ # 1, é dada
pela formula

(pi1 —aQ
a1+a2+~-~+an:%:al~

W

A fim de ilustrar a extrapolacao de () a certas PGs in-
finitas, apliquemos a férmula acima ao caso da progressao

111
TR

Denotando por S, a soma de seus m primeiros termos,
segue daquela formula que

Sn = L + ! + ! +...+ !
"2 4 8 T on
_11-(3)" 1 1-(9)"
T2 1-4 2 i
1
=1-—.
2n
Agora, examinemos os valores de 2% e Sp, para n res-
pectivamente igual a 2, 3, 4, ..., 8. Os valores correspon-

dentes (obtidos com o auxilio de uma calculadora) estao
colecionados na tabela abaixo:

(n] 12" | S, |

2 0,25 0,75

3 0,125 0,875

1| 0,0625 0,9375

5 0,03125 0,96875

6 | 0,015625 | 0,984375

7 | 0,0078125 | 0,9921875
8 | 0,00390625 | 0,99609375

Da tabela acima, vemos que quanto maior o valor de n
menor é o valor de 2% Além disso, & medida que n au-
menta, aparentemente os valores de 2% se aproximam cada
vez mais de 0, de sorte que os valores de S, se aproximam
cada vez mais de 1.

Esse é realmente o caso. De fato, se quisermos que

1

L= Sp < moey
0< Sn < 100.000

por exemplo, basta observarmos que, como como 2* > 10,
temos 5
2% = (2%)” > 10° = 100.000;

assim,
n>20 = 2" > 229 > 100.000
1 _ 1
27~ 100.000°
Portanto,
>20—=0<1-5,< !
"= "= 100,000

de sorte que a diferencga entre S,, e 1 s6 aparece na sexta
casa decimal.

Gragas a discussao acima, definimos o valor da soma
infinita

1 1 1
S:— — — e
2+4+8+
como sendo igual a 1:
1 1 1
ST ao=1. 2
2+4+8+ 2)

Um outro modo, desta vez geometricamente intuitivo,
de ver que a soma S dada acima vale 1 é o seguinte: su-
ponha que um quadrado de lado lcm é dividido em dois
retangulos de lados %cm e lem cada, e que descartamos
um desses retangulos, cuja area vale %cmg.

Em seguida, o outro retangulo é dividido em dois qua-
drados de lado %cm, e também descartamos um desses
quadrados, cuja drea vale Tcm?.

A essa altura, a soma das areas das figuras descartadas

6 1+ 1 (veja a figuralll).

1 cm

cm

SIS
Q
B

=

Figura 1: interpretando geometricamente a soma S.

Repetindo esse procedimento n vezes, obtemos que a
soma das areas das figuras descartadas é dada por

S 1 1 1 1
Intuitivamente, percebemos que a area da figura que so-
bra depois de efetuarmos n descartes fique cada vez mais
préxima de zero, ou seja, que a soma das areas das figu-
ras que foram descartadas fique cada vez mais préxima da
drea do quadrado, que vale lcm?. Isso sugere a validade

da igualdade

1+3+1+ =1
2 8 o

W~
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Generalizamos a discussao acima com a proposicao a
seguir, cuja demonstragao pode ser omitida numa primeira
leitura. A férmula (B]) a seguir é conhecida como a soma
dos termos de uma PG infinita.

Proposicdo 1. Se (a1, a9, as, ..
1, entao vale:

.) € uma PG de razdo |q| <

ai
l—q'

—+oo
a1+a2+a3+---=zak= (3)
k=1

Antes de provarmos a proposi¢ao acima, observamos que
o sentido da igualdade (3) deve ser entendido da mesma
forma que (2), isto é, pondo

Sp=ai+az+ -+ an,

temos de mostrar que a diferenca entre S, e leq se apro-
xima cada vez mais de 0, a medida que n aumenta.

Para conseguirmos mostrar isso, faremos essencialmente
o mesmo que fizemos na discussdo que levou a ([@2)); a dife-
renga é que serd mais dificil estimar o tamanho de |g|™ do

que foi estimar o tamanho de 2".

Prova. Se ¢ = 0, nao precisamos fazer nada. Suponha,
portanto, que 0 < |¢| < 1. Segue de () que

1_71
sum 2] L - 2
1—¢ 1—¢ 1—¢q (@)
e L
1—gq 1—gq '

Agora, observe que 0 < |¢| < 1= ‘—;‘ > 1, de forma que

podemos escrever

1
— =1+a,
lq|

para algum a > 0. Entao, para n > 1, temos

=1+4+a)"=04+a)...(1+a)

n vezes

lq|™

= 1+ na + (soma de parcelas positivas)

> na,

, 1
0 que-é 0 mesmo que |g|" < —.
na

De volta a ([{)), vemos que

i e R e
- | = . < N
" 1—ygq 1—g¢q i 1—¢q! na
aq 1 ,
Agora, a constante ‘1— - — é menor do que alguma
—ql a

poténcia de 10, digamos 10*, para alguma constante k;
isso nos da

1
< 10F. =,
n

Sn

al‘
1-¢

Entao, se quisermos que a diferenca entre os valores de
a

S, e
1—

basta pedirmos que

sé apareca a partir da m—ésima casa decimal,

1 1
105 = < —
n< 10m’

isto é, que n > 10"k,

Em resumo, o argumento acima mostra que, sendo
a 1 -
: ! ’ - — < 10F, entdo, dado m € N, temos
—9q

a

1 1
! ’<10’“~ <
—q

Sp — —
n 10m

1

para todo n > 10™+F,
Logo, podemos tornar as somas.S,, tao préximas quanto

queiramos de , bastando, para tanto, tomar n sufici-

entemente grande. Mas, como vimos imediatamente antes
da demonstragao, esse é precisamente o sentido da igual-
dade (@). O

Observacao 2. Quando a razdo q de uma PG infinita sa-
tisfaz |q| > 1 e seu primeiro termo ay € ndo nulo, ndo é
possivel dar um sentido a soma infinita

ay+az+as+---.
Ademais, se a; > 0 e ¢ > 1, entdo as somas finitas S, =
a1 + as + -+ + a, ficam tao grandes quanto queiramos,

bastando tomar n suficientemente grande.

No restante deste material, discutimos algumas aplica-
¢oes da Proposicao [l

Exemplo 3. Calcule a soma dos termos da PG

Solugao. Temos a1 = 2 e q = §+ 2 = % Portanto,
utilizando (@), obtemos:
2 2 2 2
24 -+ -—+---= =5 =3
T3tg " 1-1 2
O

Exemplo 4. Cualcule, se estiver definida, a soma dos ter-
mos da PG infinita cujo primeiro e sequndo termos sao,

V5 V5
V41 VB+s

nessa ordem,
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Solugao. Temos a; = e

Vb +
V5 s
1= s VBr1
A VB
T VB+5 A
C1+VE L 14V5
C5+v6 VB(VE+1)

1
=—=<1L

V5

Portanto, a soma S da PG infinita em questao tem sen-
tido e, invocando uma vez mais a férmula da Proposicao
[ obtemos:

—_

V5 V5

g — Votl _ V5l
1— L V5—1

V5 VB

O

Exemplo 5. Cualcule a soma dos termos da PG infinita
2 11 1
5 57107 2077 )"

Solucgao. Neste caso, temos a1 =

L2 1
"5

1
g=—¢+;=
Observe que |g| < 1, o que permite que utilizemos nova-
mente a Proposicao [I

Lol
5 10 a

2
5

|
T o
+ |oure
=

[
[N
~—

vjwlor
Il

(S 4 V)

wl N
I

;| = =

O

Exemplo 6. Seja (a1,as2,as,...) uma PG infinta tal que
a1 = 2. Se a soma dos termos da PG € igual a 1—21, encontre
o valor de sua razdo q.

Solugao. Chamando de S a soma dos termos da PG, se-
gue de @) que

Dai, obtemos

7
11—11q:4:>11q=7:>q=ﬁ.

O

Para o proximo exemplo, observe que um decimal infi-
nito

O,alagag. N (5)

(isto é, tal que o algarismo a,, é nao nulo para infinitos
valores de n) é uma abreviagao para a soma infinita

— bk (6)

Em Matematica, somas infinitas da forma acima sao
denominadas séries, mas seu estudo estd bem além do
propdsito destas notas. Se, contudo, o decimal (f]) for uma
dizima periddica, entdo (@) se reduz & soma dos termos
de uma_ PG infinita, com razdo de moédulo menor que 1.
Nosso tltimo exemplo esclarece esse ponto.

Exemplo 7. Quais as fracoes geratrizes das dizimas
periodicas 0,777 ... e 0,4323232...7

Solucgao. Para a primeira dizima, observe que

0,777...=0,7+ 0,07+ 0,007 + . ..
77 7

~ 10 100 TTooo T

ou seja, a dizima 0,777... é a soma dos termos da PG

infinita que tem a1 = {5 e ¢ = {5. Portanto,
7 7
10 10 7T 10 7
0777...: 10 :ﬁz——:_
’ 1 9
[ R T T

A segunda dizima pode ser tratada de modo inteira-
mente analogo:

0,4323232...=0,4+ 0,032+ 0,00032 + ...

_4 2 3
10 ' 1.000 ' 100.000
4 32
- — 4 1,0001
10 1- 5
_ 4, 32 100
10 ' 1.000 99
_ 4, 32 4%
T10 0 990 990
_ 2w
T 495"
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Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de
50min para discutir o conteido deste material. Explique
cuidadosamente aos alunos que, quando a razao g de uma
PG tem moédulo menor do que 1, entao as poténcias ¢" se
aproximam de 0, pois esse fato é crucial para o entendi-
mento da férmula dada na Proposicao[l Entretanto, numa
primeira apresentagao, melhor do que tentar fazer os alu-
nos compreenderem a demonstracgao apresentada para este
resultado, é adaptar o argumento apresentado para a PG

(l L1 ) para calcular as somas das PGs infinitas

2:1° 8"
11 1 24 8
Gl ye@2is )
2618 3°9°27
A andlise desses trés casos deve bastar para convencer os
alunos de que (@) é vdlida em geral.

As referéncias [3] e [4] contém muitos exemplos e pro-
blemas, de variados graus de dificuldade, relacionados ao
conteido do presente material. O capitulo 1 de [2] traz
uma discussao heuristica da relagao entre o decimal infi-
nito (Bl) e a soma infinita (@); tal discussao é colocada em
bases sélidas no capitulo 3 de [1].
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