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1 Raizes e multiplicidade

Pode-se dizer que o teorema mais importante de toda a
Algebra (e mesmo um dos teoremas mais importantes em
Matemética) é o seguinte resultado de Gauss:

Teorema Fundamental da Algebra: todo
polinémio de coeficientes complexos e grau
maior ou igual a 1 possui pelo menos uma
raiz complexa.

A demonstracdo do Teorema Fundamental da Algebm
foge do escopo desta aula (os interessados podem consul-
tar a referéncia ) Porém, podemos aplicar esse teorema
facilmente.

Uma consequéncia importante dele é que, em conjunto
com o Teorema de D’Alembert, podemos obter o chamado
Teorema da Decomposi¢io (enunciado mais abaixo). Lembre-
se de que o Teorema de D’Alembert (que é um caso especial do
Teorema do Resto) foi estudado na aula “Teorema do Resto”
do Médulo “Fungoes Polinomiais com Coeficientes Complexos”
do 3° Ano do Ensino Médio. Ele nos diz que r é raiz de um
polinémio p(z) se, e somente se, existe um polinémio ¢(z) tal
que p(z) = (x — r)g(z). Em tal aula, também mencionamos
o Teorema da Decomposicdo, sem enuncié-lo formalmente.

Antes de enunciar e provar o Teorema da Decomposi¢ao,
vamos rever-um resultado equivalente ao Teorema 3 da aula
“Quantidade de raizes e consequéncias” do médulo “Fungoes
Polinomiais com Coeficientes Complexos” do 3° Ano do En-
sino Médio. Lembre-se de que uma fungdo p(z) é chamada
de identicamente nula quando satisfaz p(x) = 0 para todo z
em seu dominio.

Teorema 1. Seja p(z) uma fungdo polinomial complexa nao
identicamente nula. Se p(z) possui pelo menos k raizes dis-
tintas, entdao p(x) possui grau pelo menos k.

Demonstragdo. Sejam r1,7s, ..., raizes distintas de p(x).
Queremos demonstrar que o grau de p(x) é pelo menos k.
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Pelo Teorema de D’Alembert, como p(ry) = 0, podemos
escrever

p(x) = (x — 1) q1(z).

Como p(re) =0 e r; # ro, segue que 1o — 11 # 0 e, por-
tanto, g1(r2) = 0. Novamente pelo Teorema de D’Alembert,
temos que ¢1(z) = (x — r2)g2(z). Logo,

p(x) = (2 —r1)(x = r2) g2().

Procedendo, analogamente, para r3 temos que p(rs) = 0,
r3 —71 # 0 ers—ry # 0. Isto implica que g2(r3) = 0 e,
novamente por D’Alembert,

p(x) = (x —r1)(x —ro)(x — r3) gs(z).
Continuando desta forma para ry, ..., 7k, obtemos:

p(x) = (x —ri)(x —ro)(x =713) . (ax = rg) g (). (1)

Note que, como p(x) ndo é identicamente nulo, entao g (z)
também nao é. Neste caso, podemos definir £ como o grau de
qr(z). Além disso, se expandirmes o lado direito da equagdo,
obtemos um polinémio.de grau k + ¢. Logo, o grau de p(z) é
k 4+ £¢. Como ¢ > 0, concluimos que o grau deste polinémio é
maior ou igual a k; como queriamos demonstrar. O

Teorema 2 (Teorema da Decomposi¢do). Todo polinémio ndo
nulo, com-coeficientes complexos e de grau n, pode ser ex-
presso na forma fatorada como

plx)=clzx—r)(@x—ra) ... (x—1p),

em que ¢ € um numero complexo e r1,7a,...,T, SG0 as Taizes
complezas de p(x) (ndo necessariamente distintas). Além
disso, essa fatora¢do € unica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstragdo. A primeira parte desta prova é semelhante
a primeira parte da prova do Teorema [l mas desta vez nao
temos a informagao, a priori, de que o polinémio tem n raizes.
Para garantir que essas raizes existem, usaremos o Teorema
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Fundamental da Algebra sucessivas vezes. Isso ird garantir a
existéncia de uma fatoragdo. Ao final, usaremos o Teorema []]
para garantir que a fatoracdo é tinica, a menos da ordem dos
fatores.

Seja p(x) um polindmio complexo qualquer ndo identica-
mente nulo. Se p(x) nédo é constante, pelo Teorema Funda-
mental da Algebra7 ele possui uma raiz complexa, digamos 1.
Pelo Teorema de D’Alembert, existe um polinémio ¢ (x) tal
que

p(x) = (z =) (x).
Agora, repita o argumento acima: se ¢i(z) nao for cons-
tante, pelo Teorema Fundamental da Algebra, existe uma
raiz complexa 7o de ¢ (x) e podemos escrever:

p(z) = (v — 1) (7 — 12)g2(2).

(Note que é possivel que 2 seja igual ou diferente de r1). Veja
que o grau de ¢;(z) diminui em exatamente uma unidade em
cada passo & medida que ¢ aumenta.. Assim, se o grau de p(z)
é igual a n, podemos executar o processo acima exatamente
n vezes até obter um polindmio constante, ¢, (z) = ¢, o que
resulta em:

p(x) =clx —ry)(x—r2)...(x —1p).

Resta demonstrar que a decomposi¢ao acima é tnica, a
menos da ordem dos fatores. Suponha que exista outra forma
fatorada:

plx) = (x—b1)(w—b2) ... (x—by).

(A priori, ndo sabemos se m = n, mas vamos demonstrar
que isso tem que acontecer).
Temos que para todo x complexo vale:

clx—r)(@—ry)...(x—ry) = (x—=b1)(@=ba) ... (x—by,).

Fazendo x = r; obtemos que o lado esquerdo da expressao
acima é igual a zero. Logo,

C/(Tl 7b1)(7"1 7b2) Tt (Tl 7bm) =0.
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Para isso, é preciso que exista algum i tal que r; = b;.
Como a ordem dos fatores ndo nos interessa, podemos assumir,
sem perda da generalidade que r; = b;. Dessa forma, agora
obtemos:

clx—r)(@—mry)...(x—rp) = (x—r1)(®=b3) ... (x—bp,).

Queremos cancelar o temos (z — r1) dos dois lados desta
expressao, mas temos que ter um cuidado: isso s6 pode ser
feito para x — ry # 0. Assim, a priori, podemos dizer apenas
que para x diferente de ry vale:

clx—ry)...(x—rp)=(@—Dba) ... (@—Dbp). (2)
Considere o polinémio,
flx)=clex—ra)...(x—1p) —(x —=ba)e..- (x—by)

e observe que ele possui grau no maximo n — 1. Como a
equagdo (2)) vale para todoz # 1, existem infinitos valores
de = que a satisfazem. Em particular, é possivel encontrar n
numeros complexos distintos que a satisfazem. Isso garante
que o polindmio f(x) possui pelo menos n rafzes distintas. Se
tal polindomio fosse ndo nulo, pelo Teorema [T} ele teria grau
pelo menos n. Masja sabemos que ele possui grau no maximo
n—1, logo isso nao é possivel. A unica possibilidade é que f(x)
seja identicamente nulo o que quer dizer que podemos concluir
que f(x) é1igual a zero para todo x complexo (inclusive para
x = r1). Equivalentemente, a equagéo é satisfeita para
todo z complexo.

Isso nos garante que a equagao é satisfeita para x = rs.
Fazendo tal substituicao, o seu lado esquerdo torna-se zero.
Portanto,

CI(TQ—bg)'...~(’I“2—bm) =0.

Logo, existe j € {2,...,m} tal que r —b; = 0, ou seja,
bj = ro. De forma andloga ao que fizemos acima, podemos
supor sem perda da generalidade que by = r,. Repetindo
o raciocinio do paragrafo anterior, podemos concluir que
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r3 = b3 e assim por diante. Note que isso implica também
que, m =n e c= ¢, além de que:

lebla T2:b23 ) rn:bn-
Logo, a fatoragdo ¢ inica (a menos da ordem dos fatores). [

Observacdo 3. Se p(x) = ana™+...+ar1x+ag é um polinémio
nao nulo de graun (ou seja, a, # 0), ao escrever p(x) em sua
forma fatorada p(x) = c(x —r1) ... (x —ry), vale que ¢'= ay,.
O nidmero ¢ = a,, € chamado de coeficiente lider de p(x), ou
seja, ¢ € o coeficiente do monomio de maior expoente.

Exemplo 4. Seja p(x) = 23+22—5x+3. Nao € dificil perceber
que o numero 1 é raiz de p(x). Dividindo p(x) poraz'—1, o
que pode ser feito pelo método da divisao euclidiana ou com o
dispositivo de Briot-Rufini (veja as aulas correspondentes no
Moédulo “Fungées Polinomiais com Coeficientes Complexos”),
obtemos p(z) = (z — 1)(2? + 2z — 3).

Fazendo qi(x) = 22 + 22— 3, weja que qi(x) possui como
raizes os nimeros 1 e 3. Assim, temos g1(x) = (xr —1)(z —3).
Com isso,

p(z) =(z = 1)(z —1)(z - 3).

Neste exemplo, veja que o nimero 1 é raiz tanto de p(x)
como de g1(x), de modo que p(x) possui apenas duas raizes
distintas. A expressao acima pode ser simplificada para:

p(a) = (z = 1)*(z - 3).

Dizemos que o nimero 1 € uma raiz multipla enquanto 3 é
uma raiz simples. Mais especificamente o numero 1 € raiz de
multiplicidade igual a 2, ou ainda, uma raiz dupla de p(x), jd
que a quantidade de vezes que (x — 1) aparece na fatoragdo
de p(x) € 2.

Exemplo 5. Seja q(x) = 8 (x—3)* (x—5)3 (x+i) um polinémio
dado em sua forma fatorada. Este polindmio possui trés raizes
complezas distintas, a saber: 3, 5 e —i.

o A raiz 3 tem multiplicidade 4.
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o A raiz b tem multiplicidade 3.
o A raiz —i tem multiplicidade 1.

A seguir, definimos formalmente o que vem a ser a multi-
plicidade de uma raiz.

Defini¢do 6. Seja r uma raiz de um polinémio p(x). Dizemos
que v tem multiplicidade m (onde m é um natural) quando
p(z) = (x—r)"q(z) e q(r) # 0, ou seja, r ndo € raiz de q(x).
Veja que m é o maior natural tal que o resto da divisao de
p(x) por (x —r)™ € igual a zero.

Em geral, podemos tomar a forma fatorada
plx)=clzx—r1)...(x —ry)
e agrupar as raizes repetidas para escrever:
p(x) = c(x — 21)" - ooe(x — z)F,

em que z1, ..., 2 sS40 as raizes distintas e a1, ..., oy sdo suas
respectivas multiplicidades. Ademais, a; + ... + ax = n.
(Mais detalhes sobre isso na préxima aula).

Exemplo 7. Encontre uma funcdo polinomial complexa cujas
raizes sao —1i, i€ 2, com multiplicidades 2, 2 e 1, respectiva-
mente,

Solucdo. Seja p(x) uma fungdo como no enunciado. Inter-
pretando o enunciado, temos que na forma fatorada de p(z)
o expoente de x + 7 é igual a 2, assim como o de x — i; por
outro lado, o expoente de x — 2 é igual 1. Uma possibilidade

7

p(a) = (z+0)* (x —i)* (z - 2).

Veja que esta ndo é a unica possibilidade, pois podemos
multiplicar p(x) por qualquer constante, ¢, ndo nula e obter
outro polinémio que possui as mesmas raizes com as mesmas
multiplicidades.
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Podemos, ainda, escrever p(z) como uma soma de mondmios,
expandindo o produto:

(@ +19)? (z —1)* (z = 2) = (& +i)(z — 1)* (z — 2)
= (2 +1)%(z—2)
= (' + 222 + 1) (z - 2)
=% — 22" +22° —42® +x — 2.

Logo, p(x) = 2° — 22* + 22° — 422 + 2 — 2. O
Exemplo 8. Seja p(x) = 423 — 1922 + 28z + m.. Calcule:
(a) m, sabendo que 2 é raiz dupla de p(x);

(b) a outra raiz.

Solugao. Como 2 é raiz de p(x), basta substituir « por 2 e
usar que p(2) = 0 para calcular.o valor deym. Uma maneira
alternativa de resolver o item (a) seria usar o dispositivo
de Briot-Rufini para calcular o resto da divisdo de p(z) por
x — 2 e observar que tal resto tem que ser zero. Usando o
dispositivo temos:

24 —19 28 m
40 —11 6| (124+1m)

Pela tabela, o resto ¢é igual a 12 + m, logo, 12 4+ m = 0. Dai
m = =12. Isso, em conjunto com o dispositivo acima nos diz
que:

p(z) = (z — 2)(42? — 112 + 6).

Por fim, como sabemos que 2 é raiz dupla de p(z), temos
que 2 também é raiz de 422 —11x+6. Dividindo esse polinémio
por x — 2, temos:

214 —-11 6
4 -3]0°
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Logo, 422 — 11z + 6 = (z — 2)(4x + 3), ou ainda,
p(@) = (2 — 2 (4o + 3)

Por fim, a outra raiz de p(x) é obtida fazendo 42 + 3 = 0.
Logo, x = —3/4. Veja que a forma fatorada (candnica) de

p(x) é
p(z) = 4(z — 2)* (x + i) .
O

Exemplo 9. Obtenha a forma fatorada do polindmio p(x) =
L L R T oF o

Solugao. Observe que
(z—Dpx)=(—-1)E" 1 +2" 2+  +atrl)=2"—1

Sendo assim, toda raiz de p(z) ¢ uma raiz do polinémio
f(xz) = ™ — 1, ou seja, satisfaz z” = 1 e é uma raiz n-
ésima da unidade (veja o tltimo video da aula “Radiciagdo de
nimeros complexos no plano de Argand-Gauss” do Mddulo
“Ntumeros Complexos = Forma Geométrica” do 3° Ano do EM).
Mas veja que p(x) possui (no méximo) n — 1 raizes, enquanto
f(z) possui n raizes distintas. O ntmero 1 é, claramente, a
unica raiz de f(z) que ndo é raiz de p(x).

Seja w = cos(27/n) + isen(27/n), de modo que, para
todo k natural, w* = cos(2km/n) + isen(2kw/n). Temos que
as Taizes de p(x) sdo precisamente w,w?,...,w" 1. Logo,
sua forma fatorada é:

p(z) = (z —w)(z —w?) ... (z —w" ).

2 Raizes multiplas e a derivada

Dado um polinémio f(z) = anpz™ + ...+ a1x + ag, definimos
a derivada de f como o polinémio f'(x) tal que:
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1. Quando f(z) tem grau zero, f'(x) é identicamente nulo;
2. Quando f(z) tem grau pelo menos 1,

f(x) =na,z™ '+ (n—Da,_12" % + ...+ 2022 +ay.

A regra para a obtengdo da derivada é bastante simples:

a derivada de um polindmio constante é o polinémio identi-

camente nulo; a derivada de monémios de grau k, com k£ > 1,

digamos cz¥, é igual a k - cz¥~1. Ou seja, diminuimos o grau

em uma unidade e multiplicamos o monoémio pelo grau inicial:

— B

cxk — k- cajk 1.

Além disso, a derivada de um polinémio qualquer é obtida
somando-se as derivadas de cada um de seus monoémios.

Exemplo 10. A derivada do mondémio 3z éigual a 2125. A
derivada do polinémio p(x) = 3x7+ 222+ 5148 € o polindmio
p'(z) = 2125 + 4z + 5.

Nao é dificil perceber que se f(z)e g(z) sdo polinémios e
p(z) = f(z) + g(x), entdo

P (@) = (f(2) +g(x)) = f'(z) +¢'(x),

ou seja, a derivada de uma soma é igual a soma das derivadas.
Esta é a chamada regra da soma.

Contudo a derivada do produto de dois polinémios é
obtida de forma diferente.

Regra do produto: Se p(x) = f(z) g(x), entdo

(@) = (f(z) g(x)) = f'(2) g(z) + f(2) g'(2).

A demonstracao deste fato pode ser encontrada na secéo
“Raizes Multiplas” da referéncia [|1].

O teorema a seguir nos mostra a relagdo entre derivadas
e multiplicidades de raizes de um polinémio.

Teorema 11. Se r € raiz de multiplicidade m do polinémio
f(x), entdo r é raiz de multiplicidade m — 1 do polinomio

f'(x).

http://matematica.obmep.org.br/ P.9
matematica@obmep.org.br



Demonstragio. Se r é raiz de multiplicidade m de f(z),
podemos escrever

f(@) = (z —r)" q(),

em que g(x) é um polinémio para o qual g(r) # 0.
Aplicando a regra do produto, obtemos

fl(@) =m(z — )" q(@) + (x —1)"q ()
= (z = )" H(mq(z) + (z — )¢ (2)).

Como (z —r) nao divide mg(z) (pois r ndo é raiz de ¢(x)),
a multiplicidade de r em f'(x) é m — 1. O

Recomendamos que o leitor resolva os exercicios propostos
na aba “Caderno de Exercicios”.

Dicas para o Professor

O assunto deste material pode ser abordado em dois en-
contros de 50 minutos. O leitor que tem familiaridade com
Calculo Diferencial sabe que a derivada de uma fungao real
pode ser obtida como um limite de taxas de variagao dessa
funcao (quando tal limite existir). Tal definicdo pode ser
estendida para fungbes nos complexos, e é possivel demons-
trar que essa definicdo geral implica as regras da soma e do
produto, bem como que a derivada de polindmios deve ser
calculada conforme explicado aqui.

Contudo, para o caso de fungdes polinomiais, é possivel
fazer um tratamento formal de suas derivadas como uma
operacao puramente algébrica, como fizemos neste texto e
em . Além disso, pode-se utilizar a defini¢do algébrica
para demonstrar as regras da soma e do produto. Isso é uma
maneira simples de introduzir o assunto sem a necessidade
de falar sobre limites. Conforme vimos, mesmo sem o uso do
Célculo, é possivel encontrar e demonstrar aplicacoes para a
derivada.
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A referéncia [1I] contém uma discussio relativamente com-
pleta e profunda sobre equagbes polinomiais. A referéncia
[2] é uma agradavel leitura, a qual contempla a histéria das
tentativas de se resolver equagdes polinomiais.
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