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1 A funcao tangente

Na aula anterior, estudamos seno e cosseno como fungoes,
com especial atencdo para o fato de serem fungoes peridédicas
e para o tracado de seus graficos. Nesta aula, apresentamos
brevemente a funcdo tangente e, em seguida, resolvemos
alguns exercicios sobre fungoes trigonométricas.

Lembre-se de que a tangente de um angulo pode ser defi-
nida como a razao entre o seno e o cosseno desse angulo, desde
que seu cosseno seja diferente de zero. Também ji estudamos,
no médulo Circulo Trigonométrico, como visualizar o valor
da tangente no eixo das tangentes. Vamos relembrar isso.
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Figura 1: a reta AC é o eizo das tangentes.

Como na aula passada, considere O = (0,0), A = (1,0)
e seja P um ponto qualquer sobre o circulo trigonométrico
(ver figura . Vamos chamar de o a medida em radianos
do angulo ZAOP. O eixo das tangentes é a reta vertical
que passa por A. Veja que, como ela é perpendicular ao
raio OA, ela é tangente ao circulo trigonométrico. Agora,
seja C' o ponto de intersec¢io da reta OA com o eixo das
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tangentes. Como ja estudamos, temos que o comprimento do
segmento AC ¢ igual ao valor absoluto de tangente de o, ou
seja, AC = [tg(a)|. Ademais, tg(a) é positiva se C' estiver
acima do eixo-z e negativa se C estiver abaixo dele.

Observacdo 1. Para demonstrar o fato acima, defina B como
o pé da perpendicular tracada de P ao eixo-x. Veja que
AO =1, BP = |senal e BO = |cosal; em seguida, use o
fato de que os tridngulos OBP e OAC sdo semelhantes para
deduzir que AC = [tg a|. Por fim, observe se sen(a) e cos(a)
é positivo ou negativo para cada possivel quadrante de P a
fim de comparar o sinal de tg(«) com a posigao'de C.

1.1 Periodo da func¢ao tangente

Na aula passada, vimos que as fung¢des seno e cosseno pos-
suem perfodo igual a 27 (quando os-dngulos sdo medidos em
radianos). Contudo, o periodo.da fungéo tangente é igual a
7, conforme justificaremos abaixo.

Primeiramente, vamos demonstrar que, para todo x real,
tem-se:

tg(x + )= tg(x).

Basta usar a formula para a tangente de uma soma de dois
arcos para obter:

Cglo) +tg(n)  tg(x) +0
e T ) () 1 tg(@) 0

Uma maneira alternativa é observar que, como sen(z + 7) =

= tg(x).

—sen(z) e cos(x + m) = — cos(x), tem-se
R

Por fim, é preciso argumentar que o periodo da funcéo
tangente nao pode ser um numero menor que 7. Para isso,
basta observar que, quando « varia de —7/2 a 7/2 (acompa-
nhe na figura , o ponto P move-se ao longo do semicirculo
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direito do circulo trigonométrico e, por conseguinte, o ponto
C sobe ao longo do eixo das tangentes. Dessa forma,

—m/2 < a1 < az < 7/2=tg(ag) < tg(as). (1)

Agora, se o periodo p da funcao tangente fosse menor que T,
poderfamos tomar um real o € (—7/2,7/2) tal que a +p €
(—7/2,m/2). Mas ai, por um lado, teriamos tg(a + p) = tg(w)
(uma vez que p é o periodo) e, por outro, teriamos (fazendo
o1 =a, az =a+pen (1) tg(a) < tg(a+p).

O dominio e o grafico da fun¢ao tangente

Note que, quando o = /2, o valor de tg(«) nao estd definido.
Isso segue tanto porque a reta que passa por (0,0) e (0,1)
(este tltimo ponto correspondendo a. P quando o = 7/2)
ndo intersecta o eixo das tangentes, quanto-porque tg(a) =
sen(a)/ cos(a) mas cos(m/2) = 0, de sorte que ndo podemos
realizar uma divisdo por zero. De forma geral, sempre que
cos(a) = 0, o valor de tg(a) ndo estd definido. Isso acontece
precisamente quando o = 7/2 + k7 onde k é um nimero
inteiro: quando k é par, temos um arco congruente a m/2;
quando k é impar, temos um arco congruente a 3w /2.

Assim, o dominio da fun¢do tangente ndo pode conter
qualquer ntmero da forma 7/2 + k7 onde k é um nimero
inteiro. Mas, para qualquer outro numero real x, o valor
de tangente de x estd definido. Dessa forma, o dominio da
funcao tangente ¢ definido como o conjunto dos reais que nao
sa0 da forma 7/2 + km, onde k é um ntumero inteiro.

Agora, vamos desenhar o grafico da funcao tg(z) (veja a
Figura . Para cada nimero real x, consideremos o ponto
P em que a = x e observemos o que acontece com o ponto
C, sobre o eixo das tangentes, quando variamos x. Comece
com z sendo um nimero negativo, um pouco maior que
—m/2 (veja que, quando x = —m/2, o valor de tg(z) ndo esta
definido). Nesse caso, o ponto C' estard muito abaixo de A,
de modo que tg(x) serd um niimero negativo de grande valor
absoluto. A medida que z aumenta, variando de —7/2 até
/2, o valor de tg(z) s6 aumenta, passando por 0 quando
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Figura 2: gréfico da tangente no intervalo de —57/2 a 5m/2.

x = 0 e crescendo indefinidamente quando « se aproxima de
7 /2. Porém, quando x = /2 o valor de tg(z) novamente nao
estd definido. Repentinamente, para x-um pouco maior que
7 /2, o valor de tg(x) volta a seruegativo e grande em mdédulo,
e 0 processo se repete, sempre em intervalos de comprimento
7. Veja ainda que, quanto mais préximo de 7/2 e de —7/2
o real x estiver, pequenas variagoes em = causarao grandes
mudancas na posi¢do de C. Por outro lado, quando = estiver
préximo de 0, a posigdo de C' variard pouco. Dai, o formato
do grafico da tangente.

Observacao 2. Uma justificativa rigorosa para o fato do
grafico da funcao tangente ser emborcado para cima no in-
tervalo (0,7/2) e emborcado para baizo no intervalo (—7/2,0)
esta além do que pretendemos nestas notas. Para o leitor
interessado, sugerimos a referéncia [2].

2 Execicios sobre fungoes trigonomé-
tricas

Nesta secdo, resolvemos exercicios que envolvem funcgoes tri-
gonométricas em geral.

Exemplo 3 (UEPB). Sendo f(x) = —4cos (5 —x) + 2cosz,
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0 valor de f (<I%) é:
(@) V2.
(b)

(€) —v2.
)
)

N

(d) —1.
(e) v2/2.

Solugao. Podemos calcular, por substituicao direta, que:
- us -7 T
1(57) = e (5 (7)) 26 (50)
2 7 \—
—4 cos (%) + 2 cos (‘%)
I 7
—4cos(4>+2008< 47T)

Agora, para terminar, precisamos calcular a menor de-
nominacao positiva dos arcos 9m/4 e —77/4. Subtraindo
27 (ou seja, um volta) de 97 /4, obtemos o arco equivalente:

— 271 = 7; por outro lado, somando 27 a —77 /4 obtemos
o arco equivalente —= _7” + 27 = 4. Logo,

cos(97/4) = cos(—Tw/4) = cos(m/4) = 5

de sorte que

O

Exemplo 4 (ENEM). Uma pessoa usa um programa de compu-
tador que descreve o desenho da onda sonora correspondente
a um som escolhido. A equacdo da onda é dada, num sistema
de coordenadas cartesianas, por y = asen(b(x + ¢)), tal que
0s parametros a, b e ¢ sdo positivos. O programa permite
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a0 usudrio provocar mudancas no som, ao fazer alteracoes
nos valores desses parametros. A pessoa deseja tornar o som
mais agudo e, para isso, deve diminuir o periodo da onda.
Quais sao (ou qual é) o(s) pardmetro(s) que necessita(m) ser
alterado(s)?

Solugao. Observamos que o inverso do periodo de uma onda
é sua frequéncia; assim, a frequéncia aumenta & medida que
o periodo diminui, e vice-versa.

Recorde, da aula anterior, que a varidavel “a” representa a
amplitude do grafico, ou seja, a altura da onda; portanto, ela
nao afeta a frequéncia da onda.

A expressao b(z+c) pode ser reescrita como bzr+bc. Semu-
darmos o valor de ¢, isso afetara apenas o termo independente
de z, o qual representa a fase da onda. Assim, modificando
apenas ¢, simplesmente moveremos a onda horizontalmente,
mas também néo alteraremos sua frequéncia.

Por fim, o parametro b, que multiplica a variavel x, é
justamente o que altera a frequéncia. O periodo é dado por
27 /b, logo, a frequéncia é b/(2m). Como b é positivo, quanto
maior b, maior sera a frequéncia, tornando, assim, o som mais

agudo. O

Exemplo 5 (PUC/SP). Suponha que uma revista publicou um
artigo no qual era estimado que, no ano 2015 + x, com = €
{0,1,2,...,10}, 0 walor arrecadado dos impostos incidentes
sobre as exportacoes em certo pais, em milhoes de dolares,
poderia serobtido pela func¢io f(x) = 250 + 12cos (%x)
Caso essa. previsio se confirme, entdo, relativamente ao total
arrecadado a cada ano considerado, € correto afirmar que:

(a) O walor mdzimo ocorrerd apenas em 2021.

(b) Atingird o valor minimo apenas em duas ocasides.
(¢) Poderd superar 300 milhdes de ddlares.

(d) Nunca serd inferior a 250 milhdes de délares.

Solugao. Observando a férmula da fungio, veja que f(z) é

méaximo quando cos (%9:) for maximo e f(z) é minimo quando
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jus

cos (3 x) for minimo. Como o cosseno de qualquer arco é no
minimo —1 e no maximo 1, temos que

250 — 12 < f(z) < 250 + 12,

ou seja,
238 < f(x) < 262.

Mas, cuidado! De acordo com o enunciado, x ndo pode ser
um real qualquer; ele esta restrito aos inteiros 0,1,2,...,10.
Assim, precisamos verificar se os valores 238 e 262 realmente
podem ser alcancados.

Para que cos (gx) = 1, precisamos que Zx.= 2kw, para
algum k inteiro. Ou seja, x = 6k onde k éinteiro. Como
0 <z <10, temos 0 < 6k < 10, e segue que hé exatamente
duas solugoes, k =0 e kK = 1, as quais resultam em z =0 e
x = 6. Para esses dois valores de z; temos cos (%x) =1e,
portanto, f(x) = 262. Como f(z) éovalor da arrecadagao no
ano 2015 + x, o valor de 262 milhoes de ddlares é arrecadado
nos anos 2015 e 2021.

Para o valor minimo arrecadado no periodo, observe que
cos (%x) = —1 quando = (2k + 1)7 para algum k inteiro.
Isso equivale a x = 6k + 3 e, como 0 < x < 10, novamente ha
exatamente duas solucées, k = 0 e kK = 1. Por sua vez, tais
valores correspondem a x = 3 e x = 9, logo, aos anos 2018 e
2024.

Assim, a alternativa (b) é a unica correta. O

Exemplo 6 (Escola Naval, adaptada). Sejam A e B dois con-
juntos de nimeros reais tais que seus elementos constituem,
respectivamente, o dominio mais amplo possivel da fungdo

—1+2senx
f@) =\ =5
1+ 2senx
no universo [0,27t] e o conjunto-solugdo da inequagdio

1 1

CSCx secx

>0,

para 0 < x < m, com ¥ # 5. Encontre o conjunto dos
numeros que estéo em B mas ndo em A.
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Solugdo. Para que a fungao f(z) esteja bem definida, preci-
samos que o radicando seja ndo negativo ou seja, que
-1
+ 2senx S
1+ 2senz
Para simplificar, operemos a substituicdo de varidveis y =
sen z e fagamos o estudo do sinal da expressao:
-1
—1t2
142y

conforme estudamos no médulo “Inequacoes Produto e Quo-
ciente de Primeiro Grau” do Primeiro ano do Ensino Médio.

b

-1/2  1/2
? } »x
-1+ 2y -1 = 0 +
1+ 2y -0+ 1+
—1+2y i
Ty s
—2=== @A

Assim, precisamos'que y > 1/2 ou y < —1/2. Voltando a
variavel x, queremos que

senz >1/2 ou senz < —1/2.

(Observe que em uma das desigualdades temos o sinal de
“estritamente menor” e na outra o sinal de “maior ou igual”).

A seguir, marcamos sobre o circulo trigonométrico os
possiveis valores de x, no universo [0,27], que satisfazem as
restrigoes acima (acompanhe na préxima figura):

o Uma vez que, para x em [0,27], temos senx = 1/2 se,
e somente se, ¢ = 7/6 ou x = 57/6, concluimos que
senx > 1/2 se, e somente se, 7/6 < x < 57/6.

o Da mesma forma, como, para x em [0,27], temos sen z =
—1/2 se, e somente se, z = 7w /6 ou z = 117/6, conclui-
mos que senx < —1/2 se, e somente se, 771/6 < z <
117/6.
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Assim,

A={zeR:7/6 <z <5r/6ou7m/6<x<1lmw/6}.

sen

Ccos

Resta descrever o conjunto B ou seja, resolver a inequagao

1 1 .~ . 2
=z — 3oz > 0, com a condigao adicional de que 0 <z <,
x # 7/2. Substituindo cscax = 1/senx e secx = 1/cosz,
vemos que a inequagao é equivalente a

sen(z) — cos(z) > 0.

No dominio de 0 a.r, isso ocorre precisamente quando /4 <
x < w. Na-préxima figura, marcamos esse intervalo no circulo
trigonométrico, excluindo o ponto 7/2 (conforme instruido
pelo enunciado, pois 1/secz ndo tem sentido para tal valor
de z, uma vez que secx = 0 para x = 7/2). Logo,

B={zeR:n/d<x<7/20oun/2<xz<m}.

Por fim, podemos verificar quais niimeros estao em B que
nao estdo em A, comparando as duas figuras. Sao os reais x

tais que
on <z <
— <z <.
6
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COos

Dicas para o Professor

Nesta aula, mostramos como construir o grafico da fungéo
tangente. E importante que os alunos estejam confortéveis
com o conteido da aula anterior e, em especial, estejam
habituados a usar medidas de arcos em radianos. Outro
pré-requisito geral desta aula é ter boa familiaridade com o
sistema cartesiano e saber (genericamente) esbogar e inter-
pretar gréaficos de fungoes.

Asvideo-aulas “Aula de exercicios 3” e “Aula de exercicios
4" deste modulo trazem outros exercicios. As referéncias cole-
cionadas abaixo contém mais sobre funcoes trigonométricas.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tépicos de Matemadatica Elementar, Vo-

lume 2: Geometria Fuclidiana Plana. Segunda edicao.
SBM, Rio de Janeiro, 2013.

http://matematica.obmep.org.br/
10
matematica@obmep.org.br



2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 8: Introducio a Andalise. Terceira edigdo. SBM,
Rio de Janeiro, 2022.

3. G. lezzi Os Fundamentos da Matemadtica Elementar,
Volume 3: Trigonometria. Atual Editora, Rio de Ja-
neiro, 2013.
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