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Neste material, vamos expandir o conceito de limite, tra-
tando do conceito de limites infinitos. Em seguida, veremos
como ele pode ser utilizado para ajudar a construir varios
graficos de fungoes. A definicdo relevante é como segue.

Definicdo 1. Dados um intervalo I, um ponto xg € I e uma
fungdo f: I\ {zo} — R, escrevemos

lim f(z) = +o0 (1)

se, para M > 0 dado arbitrariamente, existir § > 0 (depen-
dente de M) tal que

xeleld<|r—a9| <= f(z) > M.

Observe que, em palavras, (1) significa que, tomando x
suficientemente proximo (mas diferente) de g, podemos tor-
nar f(z) tdo grande quanto se queira. Vejamos um

Exemplo 2. A figura a seguir esboca o grafico da funcgéo
f : (_272) \ {0} — R dada por f(aj) p— %;

x

Y

Para x € R\ {0}, temos

1>10000<:> < — ! ! 2<:>||<
22 =" < 15000 = \ 100 v '
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Assim,

1 1 1
—>1
a:e( 100° 100)\{}:> > 10000.

Por outro lado,

2
1 1 1
—_—>1 2 = _
o2 = 1000000 2% < 7550605 <1ooo> < Izl < 1550°

de sorte que

c LI \{0} = - L = >1000000.
=" 100071000

Em ambos as as situagdes acima, conseguimos tornar r_12

muito grande (maior que 10000 no primeiro caso e maior
que 1000000 no segundo), bastando tomar z suficientemente
proximo (mas diferente) de 0.
Podemos raciocinar da mesma forma se tomarmos um
M > 0 arbitrario e impusermos que se deva ter
1

lim — > M.
w—)OJ)

Realmente, como M = \/M , temos

1l omewr<to (L>2<:>|x|<L
x2 M VM VM’

Portanto,

xe( \/1_\/_)\{0}:> > M.

Os célculos acima mostram que, nas notag¢oes da definigao
anterior, temos
lim % = +o00.
x—0 x
Observe que o § > 0 correspondente a exigéncia de que
12 > M dependeu do valor de M: precisamos tomar 0 < § <
100 quando M = 10000, 0 < 6 < 1000 quando M = 1000000
e, mais geralmente, 0 < § < W para um M > 0 qualquer.
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De maneira andloga a definicdo anterior, dados um inter-
valo I, um ponto zp € I e uma fungdo f : I\ {z0} — R,
escrevemos

lim f(z) = —o0

T—xT(
se, para M > 0 dado arbitrariamente, existir § > 0 (depen-
dente de M) tal que
xe€lel<|z—axo| <d= f(z) < —M.

Assim, é de se esperar (e vocé pode verificar, seguindo os
passos do exemplo anterior) que

Da mesma forma,

li =
L f(z) = too

significa que, para M > 0 dado arbitrariamente, existir § > 0
(novamente dependente de M) tal que

xelel<z—1z9<0= f(x)> M.

Também,
li =—
NP f(z) 00

significa que, para. M > 0 dado arbitrariamente, existir § > 0
(novamente dependente de M) tal que

ze€lel<z—a9<d= flz)< -M

lim f(z) =400

T—x0—

significa que, para M > 0 dado arbitrariamente, existir § > 0
(novamente dependente de M) tal que

z€le —d<xz—20<0= f(z) > M.
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Deixamos para vocé a tarefa de escrever uma sentencga
que defina adequadamente os conceito
lim f(z) = —oc.

r—xo—

De todo modo, o préximo exemplo ilustra algumas das si-
tuacoes acima.

Exemplo 3. A figura a seguir esboca o grafico dda funcéo
f:(=22)\ {0} = R, dada por f(z) = —1:

P

A partir dela, é razoavel pensarmos que

i, )= ==

lim f(z) =400 e
z—0—

Realmente, dado M > 0,

1 1 1
—>M&s —>Mes o< —S x> —
T —x M

temos para x < 0 que

M
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i —_ 1 .
Assim, tomando § = 57, temos que

1
—6<x—0<0:>f(x):—E>M,

logo, lim,_,o— f(z) = +o0.
Da mesma forma, dado M > 0, temos para = > 0 que

1 1 1
——<-M&s->Msr<—.
€T T * M

Portanto, tomando § = %, temos que

1
0<x—0<5:>f(x):—5<—M,

logo, lim, o4+ f(x) = —o0.
Vejamos, agora, um exemplo um pouco mais elaborado.

Exemplo 4. Observe, a tabela a seguir, na qual calculamos,
para alguns valores « # —1, os valores correspondentes de
1@) = sy

r f(z)
) 1
~15 | 1,5
“11 | 55
—1,01 | 50,5
0 0
—05 | —05
—0,9 | —45
—0,09 | —47.5

Os valores calculados acima parecem sugerir que
I : + I :
im ——— =400 e im —— =
a—(—1)-2(x + 1) a—(—1)+ 2(z + 1)
A suspeita em relagdo a tal comportamento da fungao f(x)
é ainda mais reforcada se esbogarmos seu grafico, conforme
mostrado na proxima figura:
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A fim de verificar rigorosamente a validade dos limites
acima, comecamos observando que, a fim de analisar a existéncia
de limites quando & — —1, basta nos restringirmos a fazer x
variar no intervalo (—2,0) (sendo, é claro, z # —1). Também,

T

1= 1<0=——=—>0
T < r,x+ 1< 2(x+1)>
e
—1<x<0:>a:+1>0ex<0:>L<0.
2(x+1)
Agora, escrevemos
x (x+1)—1 1 1
fl@) = - — s
2(x+1) 2(x+1) 2 2x+1)
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Em seguida, dado M > 1, temos para z < —1 que

1 1
f(x)>M<:>§—m>M
1 1
o@D 2
1 1
®—2(x+1)>M 2
1

2M -1

1
2M -1

- M

Sr+1>-—

sr—(-1)> -

1
2M—1’

—0<z—(-1)<0= f(x)> M,

Portanto, tomando § = temos que

logo, lim,_,(_1)— f(z) = 4.
Deixamos para vocé a tarefa de adaptar o argumento
acima para mostrar que lim,_,_1)4 f(z) = —oo.

Nos exemplos anteriores, utilizamos softwares para esbogar
os graficos das fungbes de que tratamos. Contudo, se ndo dis-
puséssemos de tais ferramentas mas ja tivéssemos certa fa-
miliaridade com limites infinitos, poderiamos utiliza-los para
auxiliar na construgao (manual) do gréfico de certas fungdes.

Para entender como fazer isso, consideremos a funcgao f :
[0, + 0) \ {1} = R, dada por

1

Evidentemente, temos f(z) > 0 para todo 0 < z # 1.
Também, dado M > 0, temos

fz) =

f(x)>M©$/ﬁ>M©m<%

1
s@-1)7<

1
W@|x—1|<\/ﬁ
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1
v M3

O<|z—1<d= f(x)> M,

Portanto, tomando § = , temos que

logo, lim,_1 f(z) = +oo.

O que essa informacéo diz sobre o gréafico de f7 Quando
x # 1 se aproxima de 1 (mantendo-se diferente de 1), o ponto
(z,f(x)) sobre o grafico de f se aproxima da reta z = 1
(sem, no entanto, nunca tocd-la, uma vez que 1 nao per-
tence ao dominio da funcdo). Além disso, o ponto (z,f(x)),
que seja x < 1 ou & > 1, sobe mais e mais, uma vez que
lim, 1 f(z) = +o0.

Essa informagao qualitativa, juntamente com a marcagao
de alguns pontos especificos (z,f(x)) sobre o grafico, permi-
tem esbogéd-lo com alguma precisao; o que pode ser 1til para
varios fins. A proxima figura faz isso, com o auxilio dos
valores mostrados na tabela seguinte

) |
[
[
1 |
4 |
|
|
3 4
|
|
, B |
|
|
|
19 |
|
|
0 ¥ % %
0 1 2 3 7
z f(x)
Oe?2 1
02c18 | AW ~116
05elb | V42158
0,8e1,2 | v/2522092
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A discussdo acima motiva a seguinte

Definicao 5. Sejam dados um intervalo I, um ponto xg € I
e uma fungdo f: I\ {zo} — R. Se

lim f(z) =400

Tx—xot

(para uma escolha qualquer de sinais + ou —), dizemos que
a reta T = xy € uma assintota vertical para o grifico de f.

Exemplo 6. A fim de encontrar as assintotas verticais do
grafico de f : R\ {1,3} — R, dada por

2

fla) = 22 —dz 43’

comecamos observando que

2 B 1
(z—1)(z—-3) a—-3 a-1

fz) =

Nesse ponto, vocé pode verificar sem dificuldade (faga
isso!) que

lim ! = —l lim ! = —00 lim ! = 400
z—=1lx —3 20 asi-x—1 o1+ x—1
e

lim = 1 lim L = —00, i 1 = 400

3 im
z—=3 1 — 1 2 23— 1 — 3 z—=34+ 1 — 3

Também, para xg € R tal que z¢ # 1,3,

. 1 . 1 1
im = — im = .
z=zox—1 x9—1 zosoxr—3 x9-—3

A partir dai, fica claro que as retas x = 1 e x = 3 séo as
Unicas assintotas verticais do grafico de f.

A figura a seguir esboga tal gréfico, o qual reforca as
informacoes acima:
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Dicas para o Professor

O material desta aula pode ser coberto em dois encontros
de 50 minutos cada.

No primeiro encontro, aborde o conceito de limite infinito
e discuta os trés primeiros exemplos apresentados no texto.
Uma estratégia interessante nesse sentido é primeiro obter
(com o auxilio de uma calculadora) alguns valores f(z) para
x préximo a xg e, em seguida, usa-los para esbogar o grafico
de f; apoOs essa etapa, peca aos alunos que, a partir dos
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valores calculados e do esbogo do grafico, opinem sobre se
lim, 4, f(z) existe e, caso exista, se é +00 ou —oo.

No segundo encontro, discuta os dois ultimos exemplos e,
a partir deles, defina o conceito de assintota vertical de um
grafico. A essa altura, os alunos ja deverdo ter percebido,
intuitivamente, que o grafico se aproxima mais e mais da
reta x = xg, de sorte que o conceito lhes parecerd natural.

Mais exercicios relacionados a limites finitos e infinitos,
laterais ou bilaterais, podem ser encontrados nas sugestoes
de leitura complementar a seguir.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Cdlculo. Colegao Prof-
mat. Editora S.B.M., Rio de Janeiro, 2015.

2. G. B. Thomas, et. al. Cdlculo, vol.l. Pearson, Sao
Paulo, 2014.
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