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1 Paralelogramos especiais

Dentre os quadrilateros notaveis, os losangos, retangulos e
quadrados sdo os que tém mais propriedades interessantes.
Eles serao objetos de estudo neste topico.

Um quadrildtero convexo é um losango se todos os seus
lados sao congruentes. Uma vez que, em um losango, os
pares de lados opostos sdo formados por segmentos con-
gruentes, concluimos que todo losango é, em particular,
um paralelogramo.
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Um quadrilatero convexo é um retangulo se todos os
seus angulos sdo retos. Dessa forma, todo retdngulo pos-
sui dngulos consecutivos (ou opostos) suplementares; as-
sim, todo retdngulo também é um exemplo particular de
paralelogramo.
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Um quadrado é um quadriladtero em que todos os lados
sao congruentes e todos os angulos sao retos. Dessa forma,
todo quadrado é ao mesmo tempo um losango e retangulo.
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Pela discussao acima, sempre que falarmos em losango,
retangulo ou quadrado, vamos admitir que tal quadrilatero
é um paralelogramo e, além disso, usaremos a caracte-
rizacdo de paralelogramo mais adequada para cada si-
tuacgdo. De outra forma, admitiremos a validade das se-
guintes definicoes:

i. Um losango é um paralelogramo cujos lados sao todos
congruentes.

ii. Um retdngulo é um paralelogramo cujos angulos sdo
todos retos.

iii. Um quadrado é um retangulo que é também um lo-
sango, isto é, tem lados congruentes e dngulos retos.

Segue das definicoes apresentadas que, no conjunto.dos
quadrildteros, temos o seguinte Diagrama de Venn (repre-
sentagdo gréfica da relacdo de inclusdo de conjuntos):
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Um losango possui as propriedades usuais de um para-
leloramo-e, também, propriedades proprias, como as cole-
tadas no resultado a seguir.

Teorema 1. As diagonais de um losango sdo segmentos
perpendiculares. Além disso, cada uma delas bissecta os
angulos internos do losango relativos aos vértices nos quais
incidem.

Prova. Seja ABCD um losango (veja a figura abaixo).
Por ser um paralelogramo, suas diagonais AC' e BD se in-
tersectam em M, ponto médio comum das mesmas. Por
outro lado, pela definicdo de losango, os lados desse qua-
drilatero sdo congruentes. Logo, segue do critério LLL a
congruéncia dos tridngulos AMB, CM B, AMD e CMD.

Assim, os quatro angulos correspondentes com vértices
nas extremidade de AC' sido congruentes, e 0 mesmo ocorre
com os quatro angulos com vértices nas extremidades de
BD. Ainda devido & congruéncia dos tridngulos, os quatro
angulos com vértices em M também sdo congruentes. Uma
vez que a soma de suas medidas é igual a 360°, cada um
deles deve ser igual a um angulo reto. O

O proéximo resultado, reciproco do anterior, caracteriza
losangos dentre os quadrilateros.

Teorema 2. Se as diagonais de um quadrildtero sao per-
pendiculares em M, ponto médio comum dessas diagonais,
entdo o quadrildtero € um losango.
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Prova. Seja ABCD um quadrilatero satisfazendo as
condicoes do enunciado.

B

Como as diagonais AC' e BD se intersectam em M, o
qual é ponto médio comum de ambas, o quadriladtero é um
paralelogramo. Além disso, uma vez que os quatro angulos
em M sao retos, o critério LAL garante a congruéncia dos
tridngulos AMB, CM B, AMD e CMD. Assim, os quatro
lados correspondentes, AB, CB, AD e C'D, sdo congruen-
tes. Portanto, ABC'D é um losango. O

Assim como sucedeu com os lasangos, retdngulos pos-
suem propriedades préprias (para além das propriedades
dos paralelogramos), assim como caracterizagdes. Estas
sa0 0s objetos dos dois proximos resultados.

Teorema 3. As diagonais de um retingulo sdo segmentos
congruentes que se dividem ao meio.

Prova. Seja ABCD um retangulo. Por ser um paralelo-
gramo, os lados opostos AD e BC sdo congruentes. Por
outro lado, pela definicdo de retangulo, os quatro angulos
internos desse quadrilatero sao retos.
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Segue do critério LAL a congruéncia dos tridngulos ABC'
e BAD, da qual concluimos que AC' = BD. Além disso,
por ser um paralelogramo, as diagonais AC' e BD se inter-
sectam em-M, ponto médio comum das mesmas. O

Teorema 4. Se as diagonais de um quadrildtero sdo con-
gruentes e se dividem ao meio, entGo o quadrildtero é um
retangulo.

Prova. Seja ABCD um quadrilatero satisfazendo as
condicdes do teorema. Por hipdtese, as diagonais AC e
BD se intersectam em M, ponto médio comum de ambas.
Logo, o quadrilatero é um paralelogramo.
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Por ser um paralelogramo, os pares de lados opostos
do quadrildtero ABCD sao formados por segmentos con-
gruentes. Assim, os pares de triangulos is6sceles AM B e
CMD, assim como ADM e CBM, sao congruentes pelo
critério LLL. Logo,

ADM = DAM = BCM =CBM = a

MAB =MBA=MDC = MCD = 8.

Dessa forma, a soma dos-dngulos de ABC'D fornece
4o+ 48 = 360°,
de sorte que a + 3 = 90°. Portanto,
DAB = ABC = BCD = ADC = a + 8 = 90°,
ou seja, ABC'D é um retangulo. O

Segue da definicao que, além das propriedades dos pa-
ralelogramos, os quadrados herdam as propriedades carac-
teristicas dos losangos e dos retangulos. Portanto, em um
quadrado as diagonais sao congruentes e perpendiculares
e, além disso, cada uma delas forma um angulo de 45° com
os lados do quadrado. Para esses quadrilateros, vale ainda
a seguinte caracterizagdo, cuja demonstracao (imediata, &
luz do que fizemos acima) deixamos para o leitor.

Teorema 5. Se as diagonais de um quadrildtero sdo con-
gruentes, perpendiculares e se dividem ao meio , entdo o
quadrildtero é um quadrado.

A demonstragdo do préximo resultado ilustra uma
aplicacao interessante do material discutido até aqui.

Teorema 6. A mediana relativa a hipotenusa de um
triangulo retangulo tem comprimento igual d metade do
comprimento da hipotenusa.

Prova. Dado um triangulo retangulo ABC, com angulo
reto no vértice C, seja M o ponto médio de sua hipotenusa
AB (veja a figura a seguir).
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Tome um ponto D em CTi de modo que M seja,
também, o ponto médio de DC. Por construcdo, as di-
agonais AB e CD do quadrildtero ACBD se dividem ao
meio e concluimos que ele é um paralelogramo. Além disso,
como um de seus angulos internos é reto, concluimos que
o mesmo sucede com todos os outros. Logo, ACBD é
um retangulo, e segue do Teorema [B] que AB = CD e
AM =MB=CM = MD. O

2 Algumas construcgoes com régua
€ compasso

Os métodos de construcgdes com régua e compasso devem
ter seus procedimentos justificados pelos conceitos e resul-
tados da Geometria. Usando o assunto tratado na segao
anterior, vamos abordar dois problemas nessa direcao.

Problema 7. Fizados no plano uma reta l e um ponto D

ndao pertencente a l, tracar a perpendicular a reta l pas-
sando por D.

A figura a seguir ilustra uma solucdom cujos procedi-
mentos e justificativas sdo deixados para o leitor.

No préoximo problema de construcgao, usamos duas cons-
trucoes basicas que passamos a comentar. Ja observamos
(veja o Teorema [I)) que as diagonais de um losango bis-
sectam os angulos internos dos vértices nos quais incidem;
assim, a figura a seguir é autoexplicativa e mostra como
dividir um angulo arbitrario ao meio. Logo, podemos fa-
cilmente construir Angulos cujas medidas sao 45° e 22°30/
(vinte e dois graus e meio).
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Construindo ou transportando dngulos e segmentos, é re-
lativamente simples realizar a construcao de um tridngulo,
a menos de sua posi¢cdo no plano, baseada nos critérios de
congruéncias (LLL, LAL, ALA ou LAA,).

Problema 8. Dada soma a s = | + d das medidas de. um
lado com a diagonal de um quadrado, construir.o quadrado.

Andlise do problema: imaginemos um fio de com-
primento s que foi dobrado como na figura 1 de modo
que AC = d, AD =1 e ADC = 90°. Supondo o pro-
blema resolvido, podemos produzir uma figura de andlise
(figura 2). A partir dos dados, obtemos um novo ele-
mento na figura (tridngulo CEF), no qual os elementos
que o compdem possibilitam sua construgao e, consequen-
temente, a solugao do problema.
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Método de construgao: execute os seguintes procedi-
mentos:

1. Construa um tridngulo retangulo isésceles CEF com
hipotenusa CF = s (observe que CFE = 45° =
FCE).

2. Faga a construgao que permite dividir o angulo ZCFE
ao meio obtendo sobre o segmento C'E' o ponto D tal
que CFD = 22°30’.

3. Com centro em D e raior = CD construa o circulo
A= C(D,r), obtendo o ponto A em CF tal que AD =
r.

4. Agora, com centros em C' e A construa os circulos
B8 =C(C,r) ey = C(A,r), obtendo o ponto B na
intersecao desses circulos e oposto a D em relagdo a
reta .

O quadrilatero ABC'D é uma solugdo para o Problema
2. Faga uma justificativa formal para tal afirmacao.

Dicas para o Professor

Neste topico, damos continuidade ao estudo de qua-
drilateros, de forma que valem as mesmas recomendacoes
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feitas no toépico Quadrilateros. Duas atividades inte-
ressantes sao realizar um estudo sobre alguns mosaicos
geométricos e sobre os ladrilhamentos do plano por qua-
drilateros, aproveitando para explicitar os varios conceitos
e resultados visto neste tépico e no anterior.

Novamente, sugerimos trabalhar com algumas cons-
trugdes geométricas (compasso e régua), abordando pro-
blemas que permitam aplicar os principais resultados vis-
tos. Em particular, devem ser trabalhado os problemas
classicos de construgoes de quadrilateros.

A referéncia [2] contém vérios exercicios simples envol-
vendo o paralelismo de retas. Na referéncia [1], encontra-
mos problemas mais conceituais, incluindo varios envol-
vendo construgoes geométricas.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 2: Geometria Euclidiana Plana. Rio de Janeiro,
Editora S. B. M., 2013.

2. O. Dolce e J. N. Pompeu. Os Fundamentos da Ma-
temdatica Elementar, Volume 9: Geometria Plana.
Sao Paulo, Atual Editora, 2013.
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