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1 Introducao

O tema “Sistema de Equagoes Lineares” ja foi abordado
em modulos desde o sétimo ano do ensino fundamental.
Veja, por exemplo, o médulo “O Plano Cartesiano e Sis-
temas de Equagoes” do sétimo ano e o médulo “Sistemas
de Equagoes do 1o Grau” do oitavo ano. Contudo, o foco
principal destas aulas iniciais era apenas na resolugao de
sistemas lineares com duas varidveis. Alguns exemplos com
mais de duas varidveis foram apresentados, mas nédo foi
apresentado um método de resolugao geral.

Nesta aula, comecaremos revisando alguns desses topicos
ja tratados, centrando nossa atengdo em sistemas lineares
com duas ou trés varidveis (essa parte é feita em deta-
lhes também na referéncia [I]). Além disso, introduzimos
a nomenclatura geral, a classificacdo de sistemas lineares
e o método da eliminagdo gaussiana (também chamado
de escalonamento). Na aula seguinte (Parte 2), veremos
como representar um sistema linear usando matrizes, apli-
caremos 0 método da elimina¢do gaussiana a sistemas com
mais de trés varidveis e faremos mais exercicios.

Apesar de o método que apresentaremos ser geral, ele é
apenas um dentre varios métodos existentes para resolver
sistemas lineares. Outro método, mais profundo, o qual
utiliza o conceito de determinantes de matrizes, pode ser
encontrado na referéncia [2]. Sendo assim, o que apre-
sentaremos aqui ainda é uma introducdo bem sucinta ao
estudo de sistemas lineares. Um tratamento mais aprofun-
dado costuma ser feito em disciplinas do primeiro ano do
Ensino Superior, em disciplinas de Algebra Linear.

2 Equacoes lineares

Lembremos primeiro o que sdo equagoOes lineares. — Se-
jam ai,as,...,a, e b nimeros (reais) conhecidos, e sejam
T1,Ta,..., T, incognitas.

Uma equagao linear é uma equacao do tipo
a121 + o+ -+ anty =b. (1)

Neste contexto, a1, as,...,a, sido chamados
de coeficientes, b é chamado de termo inde-
pendente e x1,T2,...,T, sao chamados de
Variavess.

Note que- 0 nome “equagdo linear” faz alusdo a uma
reta. Em verdade, conforme ja estudamos anteriormente,
quando temos apenas duas varidveis (n = 2) o conjunto dos
pontos (x1,xa2) que satisfazem a equacdo a1z1 + agws = b
realmente representa uma reta no plano cartesiano xz10xs.
Para trés varidveis, é possivel mostrar que o conjunto-
solugcdo de uma equacao linear a1xy + asxs + azxs = b cor-
responde a um plano no espaco. Para um ntimero maior de
variaveis, hd também uma representagao geométrica, cor-
respondente ao que chamamos de hiperplano. Para duas

e trés variaveis, esse estudo geométrico de equagoes e sis-
temas lineares sera feito com detalhes no médulo seguinte
(“Sistemas Lineares e Geometria Analitica”).

Os dois exemplos a seguir colecionam alguns exemplos
de equagoes, lineares e nao-lineares.

Exemplo 1. A expressio
4 — 3y =12

€ uma equag¢do linear com duas varidvets, x.e y, com coefi-
cientes 4 e —3, respectivamente, e com termo independente
12. A expressdo

2x1 — 3562 + 5263 =18

€ uma equacgdo linear com trés varidveis, Ty, Tz € T3, COM
coeficientes 2, —3 e 5, respectivamente, e com termo inde-
pendente 18.
A expressio
r+3=2y—1)

também € uma equacdo linear, mas precisamos reorganizar
0s seus termos (sem alterar o conjunto de suas solugées)
para deixd-la-no formato equivalente,

T — 2y = -3,
ao das demais equacoes.

Observe que, no lado esquerdo da equagao (), te-
mos uma soma na qual cada parcela contém apenas uma
variavel, que possui expoente 1 e é multiplicada somente
por seu coeficiente, ao passo que do lado direito temos ape-
nas o termo independente.

Exemplo 2. As equag¢des a sequir ndo sdo equagdes linea-
res:

22 +dx =12,

x4+ 3y — 5z =10,

X1 + 1’§/2 = 8,

T+ vy + xy = 10,
sen(z) +y = 1.

Prosseguimos recordando que uma solucdo de uma
equacao é uma atribuicao de valores as suas varidveis que
torne a equacdo uma igualdade verdadeira.

Exemplo 3. A equacdo 4x — 3y = 12 possui infinitas
solugoes. De fato, toda equacdo linear com pelo menos
duas varidveis com coeficientes nao nulos possui infinitas
solugoes. Por exemplo, se a equacdo possui n varidveis
com coeficientes ndo nulos (n > 1) entao, para qualquer
escolha de valores para n — 1 delas, existe um valor para a
varidvel restante satisfazendo a equacdo. Em nosso exem-
plo, quando x = 0 temos —3y = 12, o que implica y = —4.
Sendo assim, (x,y) = (0,—4) é uma solu¢do da equagdo.
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Por outro lado, para x = 1 temos 4 — 3y = 12, logo
y = —8/3; assim, (1,—8/3) é outra solu¢do. Para y =5,
temos 4dx—15 = 12, de sorte que x = 27/4; entdo, (27/4,5)
€ uma terceira solugcdo. Veja que dizer que hd infinitas
solugdo nao significa dizer que todo par ordenado seja uma
solugdo. Por exemplo, o par ordenado (2,1) ndo é uma
solugdo de 4z — 3y =12, jd que 4-2 -3 -1 =5 # 12.

De modo geral, para que o par (xg,yo) seja solugdo de
nossa equacdo, devemos ter

4$0 — 3y0 =12

e, portanto, yo = (4xo — 12)/3 = 4ao/3 — 4. Sendo assim,
podemos dizer que o cojunto-solucdo € o conjunto dos pares
da forma (xo, 4% — ), com xg € R. Note ainda que xq
€ qualquer numero real, ou seja, ndo € necessdrio que xg

seja inteiro, ou mesmo racional.

Voltando a discussao de equacées lineares gerais, ha dois
casos que merecem atencao particular. Primeiramente, se
todos os coeficientes da equagdo forem nulos e o termo
independente for diferente de zero, ou seja, se a equagao
linear tiver a forma

0-z1+0-2z2+---4+0-2, =b,

com b # 0, entdo a equagao nao possui solugodes. Por outro
lado, quando todos os coeficientes forem nulos e o termo
independente também for nulo, ou seja, quando a equagao
tiver a forma

0-217+0-22+---4+0-2, =0,

entao qualquer atribui¢ao de valores as varidveis serda uma
solucao.

3 Sistemas lineares

Dadas n varidveis z1,xo,...,Tn, um sistema linear (so-
bre estas varidveis) é um sistema onde cada equagdo é
uma equagdo linear (sobre as mesmas varidveis). Se o
sistema possui m equagdes, entdo, para cada indice ¢ de
1 a m, vamos representar por b; o termo independente
da ¢—ésima equacdo, e por a;1, a2, - - ., iy 0s coeficientes
de x1,%2,...,x,, respectivamente, nesta mesma equacgao.
Note que alguns dos coeficientes das equacoes (isto é, al-
guns dos ndimeros reais a;;), podem ser nulos. Assim, o
sistema linear possui a seguinte forma geral:

a1+ aor1 + -+ a1nTn b1
a21%1 + a22%2 + -+ G2pT, = bo

(2)
Am1T1 + AmaX2 + -+ GmnTn = bm

Uma solug¢do de um sistema linear como acima é uma
atribuicdo de valores as varidveis para a qual todas as

equagdes do sistema sejam satisfeitas (quer dizer, tornem-
se igualdades verdadeiras). Por sua vez, o conjunto-solu¢do
do sistema é justamente o conjunto de todas as solugoes
do sistema.

Representamos uma solucdo 1 = a1, T2 = a9, ...,
T, = oy do sistema linear acima pela n—upla

(a1,09,...,05);

assim, o nimero que ocupa a i—ésima posi¢io (da esquerda
para a direita) na n—upla acima corresponde ao valor da
i—ésima varidvel x; na solucao.

Denotando por R” = R x R'x ... x R (o produto car-
tesiano de n fatores R) o conjunto formado por todas as
n-uplas de ntimeros reais, podemos dizer que o conjunto-
solugdo do sistema linear (2) é um subconjunto’'de R™.

Dois sistemas lineares sao equivalentes se possuirem
o mesmo conjunto de varidveis e 0s mesmos conjuntos-
solugao.

3.1 Classificacao de sistemas lineares

Em relagao ao namero de solucdes, um sistema linear pode
ser classificado em um dos seguintes tipos.

1. Possivel: quando seu conjunto-solucdo é nao vazio, ou
seja, quando existe pelo menos uma solucdo. Dentre os
sistemas possiveis, ha dois tipos distintos:

(a) Determinado: quando existe apenas uma solugio.

(b) Indeterminado:
solucao.

quando existe mais de uma

2. Impossivel: quando seu conjunto-solugao é vazio.

E 6bvio que exatamente um dos casos acima deve acon-
tecer. Contudo, uma observagdo interessante é que sempre
que um sistema linear possui mais do que uma solucao, ele
possuird infinitas solugoes.

Para demostrar este fato, suponhamos que (a1, ..., a,) e
(B, ..., Bn) sejam solugdes distintas do sistema linear (2)).
Podemos verificar facilmente que, para qualquer ntmero
real ¢, a n—upla (y1,...,v,), com v; = ta; + (1 —t)p;
para 1 < j < n, também é uma solu¢do. De fato, basta
verificar que (7y1,...,7vn) satisfaz cada uma das equagdes
de (@).

Para cada indice i tal que 1 < ¢ < m, vamos olhar para
a i-ésima equagao do sistema, a;1x1 + -+ - + @iy = b;. Ja
sabemos que

a0 4+ Ao, =b; e anfr 4+ ainfBn = bs.

Multiplicando-se a primeira equacao por t e a segunda por
1 —t, obtemos:

tailal + -+ tCLl'nO[n = tbz

(I —=t)anbr+-+ 1 —-1t)ambn = (1 — t)bi.
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Somando membro a membro as duas equagoes acima, ob-
temos

ail(tal—l—(l—t)ﬂl)—i-- : -—l—am(tan—i-(l—t)ﬂn) = (t—f'l—t)bi
ou, 0 que ¢ 0 mesmo,
a1y + -+ ainyn = bi

Como isso vale para todo indice 7 tal que 1 < i < m,
concluimos que (71, ...,7,) também é solucao do sistema.
Agora, como (aq,...,an) # (B1,...,Bn), existe pelo me-
nos um indice j, com 1 < j < n, tal que a; # B;. Sendo
esse 0 caso, ¢ imediato que o niimero ta;+(1—t)5; pode as-
sumir qualquer valor real desejado, bastando escolhermos
um valor conveniente para t. Portanto, a férmula que de-
fine (y1,...,7vn) em termos de (a1,...,an) e (B1,...,05n)
gera uma infinidade de solugoes para o sistema linear (2]).

Por outro lado, dependendo do sistema linear, além das
infinitas solugdes que geramos acima (a partir de duas
solugdes conhecidas), podem ainda existir outras que nao
sdo do tipo 7v; = ta; + (1 — t)B; para todo indice j de 1 a
n.

Observacao 4. E possivel demonstrar que se o numero
m de equagdes em um sistema linear for maior do que o
numero n de varidveis, ou seja, m > n, entdo pelo menos
uma dessas equagdes é redundante e pode ser removida do
ststema sem alterar seu conjunto-solugdo. Isso nao quer
dizer que possamos remover qualquer uma das equagoes;
apenas quer dizer que existe uma delas que pode ser remo-
vida. Dessa forma, para simplificar as andlises do restante
desse modulo, vamos considerar aqui apenas sistemas em
que o numero de equacoes € menor ou tgual ao de varidveis
(m <mn).

4 Sistemas com duas variaveis

Conforme observamos no inicio desta aula, em mdédulos an-
teriores foram apresentados alguns métodos para resolver
sistemas lineares (em especial, o “método da substitui¢ao”
e 0 “método da adigdo”). Dependendo do sistema linear,
pode ser mais simples aplicar um ououtro (ou um terceiro)
desses métodos.

Neste médulo, centraremos nossa atencao apenas no cha-
mado “método da eliminagdo”. A ideia geral dele é reduzir
o numero de variaveis em algumas das equagoes, a fim de
obter um sistema equivalente ao inicial, mas mais simples
de ser resolvido. Em sistemas lineares com duas variaveis,
ele é essencialmente igual ao método da adigdo. A van-
tagem desse método é que, ao generalizé-lo para sistemas
com um numero maior de varidveis, ele ainda continua bas-
tante pratico de ser aplicado.

Como vimos no Exemplo Bl se nosso sistema linear de
duas varidveis tiver apenas uma equagao (e esta com pelo
menos um coeficiente nao nulo), entéo ele serd possivel e

indeterminado (possuird infinitas solugbes). Assim, pela
Observacao [ vamos considerar agora apenas o caso em
que temos duas varidveis e duas equagoes.

Os trés exemplos a seguir ilustram, para o caso de duas
equacos e duas variaveis, tanto a ideia central do método
de eliminacdo quanto as possibilidades distintas para o
conjunto-solugdo de um sistema linear.

Exemplo 5. Resolva o seguinte sistema linear:

3r + 12y =5

2 + 3y = T
Solugao. O objetivo é eliminar a varidvel x da segunda
equagao. Para isso, vamos primeiro simplificar a primeira
equagao, de modo que o coeficiente de = nela passe a ser

igual a 1: basta dividir ambos os lados da equacao por 3.
Obtemos, assim, o sistema equivalente:

x 4+ 4y = 5/3
2z + 3y = 7

Agora, basta multiplicar a primeira equagdo por 2 (que é o
coeficiente de = na segunda equagio) e subtrair o resultado
da segunda equacao. Operando dessa forma, obtemos a
equagao:

2043y —2(x+4y) =7-2-(5/3).

Cancelando as termos em que x aparece e simplificando,
obtemos
—5y =11/3.

Esse equacao ird substituir a segunda equacao do nosso
sistema original, que se transformara em:

xr + 4y = 5/3
-5y = 11/3

Uma vez feito isso, podemos resolver as equagoes do
altimo sistema linear de baizo para cima, obtendo o va-
lor de cada variavel. Primeiramente, a segunda equagao
nos da

y=—11/15;

entdo, substituindo este valor na primeira equagao, obte-
mos:

+4( 11) 5:> 5+44 25+44 69 23
x _ = — €r = — —_— = = — = —.
15 3 3 15 15 15 5

Assim, o sistema é possivel e determinado, eua tnica
solucéo é (z,y) = (25—3,—%) O

Exemplo 6. Resolva o sequinte sistema linear:

20+ 3y =25
4o 4+ 6y = 12
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Solucao. Neste caso, para eliminar a varidvel x da se-
gunda equagao, basta subtrair dela duas vezes a primeira
equacdo. Ao fazer isso, obtemos:

dx+6y—2-(2x+3y)=12-2.5.

Acidentalmente, ao fazer isso acabamos eliminando
também a varidvel y, uma vez que a equagao acima pode
ser simplificada para

0z 4 0y = 2.
Temos, entao, o sistema equivalente:

20 +3y=>5

Ox 4+ 0y =2

Contudo, nio existem x e y que satisfacam a segunda
equacao deste sistema. Portanto este sistema nao possui
solucdo, ou seja, ele é impossivel. Como o sistema original
é equivalente a este, ele também é impossivel. o

Exemplo 7. Resolva o sequinte sistema:

20+ 4y =12
3z 4 6y =18

Solugao. Neste exemplo, se multiplicarmos a primeira
equacao por 3/2 e subtrairmos o resultado da segunda
equacao, obteremos o sistema equivalente

20 + 4y =12
0z +0y=20

Observe que a segunda equagao ¢é satisfeita por quaisquer
valores de z e y, ou seja, ela ndo impoe qualquer restri¢ao
ao sistema. Sendo assim, o sistema é equivalente simples-
mente a equagao 2x + 4y = 12. Esta, por sua vez, possui
infinitas solucoes. Logo, o sistema original é possivel, mas
¢é indeterminado. O

5 O método da eliminacao gaussi-
ana (ou do escalonamento)

Agora que temos uma ideia intuitiva, dada pelos exem-
plos anteriores, de como o método da eliminacao deve
funcionar, vamos descrevé-lo mais formalmente. Na
proxima secdo, o utilizaremos para resolver sistemas de
trés variaveis.

O método da eliminagdo gaussiana, ou simplesmente eli-
minacao, serve tanto para classificar o sistema como para
determinar o seu conjunto solugao. A ideia central é obter
um sistema equivalente ao original, mas de resolucao mais
facil.

Ele consiste de duas fases. Na fase de eliminac¢do, o ob-
jetivo é empregar operacoes elementares ao sistema, a fim
de obter o sistema equivalente, simplificado. Para isso, as
operagoes elementares que iremos utilizar sao as seguintes:

1. Multiplicar (ou dividir) uma equacdo por uma cons-
tante nao nula.

2. Somar (ou subtrair) a uma equagdo um miltiplo de
outra equacao.

3. Trocar as posi¢oes de duas equacdes no sistema.

Estas operagoes podem ser aplicadas a qualquer sistema
linear, sem que se altere os conjuntos-solucao dos mesmos.

A fase de eliminagéo consiste em aplicar estas operagoes
de forma sistemética, numa ordem bem especifica: esco-
lhemos uma das varidveis da primeira equagdao e vamos
eliminar tal variavel de todas as outras equacoes; em se-
guida escolhemos uma variavel que nao foi eliminada da
segunda equagao e vamos elimina-la de todas as equacoes
abaixo dela (ou seja todas equagoes, exceto as duas primei-
ras); depois escolhemos uma varidvel da terceira equacao
e a eliminamos de todas as equacoes abaixo dela, e assim
sucessivamente; enquanto existirem varidveis com coefici-
entes ndo nulos para as quais o passo de eliminac¢ao ainda
nao foi aplicado.

Na segunda fase, chamada de substitui¢do retrocedida,
o sistema simplificado é resolvido “de baixo para cima”:
comega-se resolvendo a tultima equacao, cuja solugdo é
substituida na pentltima, que apds resolvida tem sua
solugdo substituida na antepentiltima, e assim consecuti-
vamente, até obter-se a solucdo final.

6 Sistemas com trés variaveis

Conforme prometido anteriormente, vamos exemplificar o
método da eliminacao em alguns sistemas lineares com trés
variaveis, interpretando em seguida os possiveis resultados.

Exemplo 8. Resolva o sequinte sistema linear utilizando o
método da eliminacdo gaussiana:

22 — 3y + 4z = 8
- 4+ y + 2z =T
r + 2y — 5z = -10

Solugao. Nosso primeiro objetivo serd eliminar a varidvel
x da segunda e da terceira equagoes.

Para eliminar a varidvel x da segunda equagdo, vamos
executar duas operacdes. Primeiramente, multiplicamos a
segunda equagdo por 2 e, em seguida, somamos a primeira
equacao ao resultado. (As demais equagGes permanecem
inalteradas.) Apés a primeira operagao, obtemos o sistema

2r — 3y + 4z = 8
—2r + 2y 4+ 4z = 14 ;
r + 2y — bz = -—-10
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depois da segunda operagao, o resultado é:

2r — 3y + 4z = 8
-y + 8 = 22
z + 2y — bz = -10

Analogamente, para eliminar x da terceira equagéo, va-
mos multiplica-la por 2 e, dessa vez, vamos dela subtrair
a primeira equagdo. Tendo feito essas duas operacoes, o
sistema obtido é:

2r — 3y + 4z = 8§,
-y 4+ 8 = 22
+ Ty — 14z = =28

Veja que, agora, a variavel x estd presente apenas na pri-
meira equagdo, como queriamos. Nosso proximo objetivo
é fazer com que a varidvel y esteja presente apenas na pri-
meira e na segunda equagdes, ou seja, queremos elimina-la
da terceira equagao. Para isso, basta olhar para os coefici-
entes de y na segunda e na terceira equagdes. Comegamos
dividindo a terceira equagao por 7, obtendo o sistema

2¢c — 3y + 4z = 8
-y + 8 = 22
+ ¥y — 2z = -4

Em seguida, somamos a segunda equagao a terceira, che-
gando a

2r — 3y + 4z = 8
-y + 8 = 22
+ 62z = 18

Isso termina a fase da eliminagdao. Agora, para encon-
trar a solugdo do sistema, podemos facilmente resolver as
equacgoes de baixo para cima. Da tltima equagdo, temos
que

z=3.

Em seguida, substituindo este valor na pentltima equagao,
vem que
—y+8-3=22=y=2.

Por fim, substituindo os valores de y e z na primeira
equagao, obtemos:

2r—-3:244-3=8=2z=846—-12=2=2=1.

A conclusdo é que nosso sistema possui uma unica
solucdo: (z,y,2) = (1,2,3). Logo, ele é possivel e de-
terminado. O

No caso em que, durante o processo de eliminagao gaus-
siana, obtivermos uma equagao com todos os coeficientes
iguais a zero mas termo independente diferente de zero,

pelo que discutimos anteriormente concluiremos de ime-
diato que o sistema é impossivel. Por outro lado, se ob-
tivermos uma equagdo em que todos os coeficientes e o
termo independente sdo iguais a zero, a conclusao é que
esta equacgao é automaticamente satisfeita. Neste caso, ela
pode ser eliminada do sistema sem prejuizo algum. No en-
tanto, devemos continuar com o método de eliminacdo até
o final, para decidir se o sistema como um todo é possivel
ou ndo. Como comegamos com um sistema com nimero de
equacdes menor ou igual ao de varidveis, restarao agora me-
nos equacoes do que variaveis. Neste caso pode-se demons-
trar que, se conseguirmos encontrar uma solucdo, entao o
sistema sera indeterminado; caso contrario;. ele serd im-
possivel.

Os dois proximos exemplos ilustram as possibilidades
discutidas no paragrafo anterior.

Exemplo 9. Resolva o sistema linear abaixo, usando o
método da elimina¢do gaussiana.

2c 4+ 3y + 6z = 8
2z - y - 2z =9
2y 4+ 4z = 10

Solugao. Como a terceira equagao ja nao possui a variavel
x, de inicio basta eliminar a variavel x da segunda equacéo.
Para isso vamos substituir a segunda equacao pela soma
dela com a primeira equagdo. Temos, entdo:

2z + 3y + 6z = 8
2y + 4z = 17
2y + 42 = 10

(Neste momento, ji poderiamos perceber que a segunda
equacao contradiz a terceira, mas por completude, vamos
continuar com o método). Resta apenas eliminar a varidvel
y da terceira equagdo e, para isso, basta substituir a ter-
ceira equacgao pela diferenca entre ela e a segunda equacéo.
O resultado é:

2 + 3y + 6z = 8
2y + 4z = 17
oy + 0z = -7

A dltima equacdo ndo possui solugdo, o que nos diz que
esse sistema é impossivel. Sendo assim, o sistema original,
que é equivalente a este tltimo, também é impossivel. [

Exemplo 10. Resolva o sistema linear abaizo usando
método da elimina¢do gaussiana.

r + y + z = 2
r + 3y + 4z =
3z + b5y + 6z = 7
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Solugao. Mais uma vez, vamos fazer o processo de eli-
minacdo gaussiana, passo a passo. Para eliminar a varidvel
z da segunda equagdo, basta subtrair dela a primeira
equagdao. Assim procedendo, obtemos o sistema equiva-
lente:

r + y + z = 2
2y 4+ 3z =
3x + by + 6z = 7T

Para eliminar a varidvel x da terceira equacao, basta sub-
trair dela trés vezes a primeira equagao. Obtemos, agora:

r + y + =z 2
2y + 3z =1
2y + 3z =1

Observe que, no ultimo sistema acima, a segunda e a
terceira equactes sdo iguais. Dessa forma, podemos eli-
minar uma delas. Outra maneira de perceber isso seria
continuando com o processo de eliminagdo: para eliminar
a variavel y da terceira equacao, poderiamos subtrair a
segunda equacao da terceira, obtendo-se o sistema:

r + y + z = 2
2y 4+ 3z =
Oy + 0z = 0

De um modo ou outro, a tltima equagdo pode ser elimi-
nada, e o sistema simplificado para:

{x+

Resta decidir se este sistema é possivel indeterminado
ou impossivel. Claramente, podemos atribuir qualquer va-
lor a varidvel z e, a partir dele, encontrar sucessivamente
um valor para y e, em seguida, outro para x. Dessa forma,
o sistema possui, sim, soluc¢ées: De fato, ¢ facil encontrar
todos tais x e y como fungées de z, de modo que pode-
mos descrever todas as solugbes deste sistema como segue.
Primeiramente, a terceira equacao do tultimo sistema nos
da

y + oz = 2
2y + 3z =

1-3z
5

Em seguida, substituindo-o valor de y assim obtido na
primeira equacao, temos:

20=1-32z = y =

1—-3z 1-32z 3+=
+2=2 = rz=2—-2— 5 = .

xr + 5

Assim, o cojunto-solucgéo do sistema original é:

{(3—52,1_232,2):,261@}. 3)

Observacao 11. O conjunto-solugdo do sistema anterior
poderia ser expresso de vdrias outras formas, por erem-
plo, encontrando-se os valores de y e z em fun¢do de x
(exercicio). Em todo caso, o conjunto das triplas que sa-
tisfazem o sistema € sempre o mesmo, independentemente
da representacdo escolhida. Por exemplo, fazendo z = 0
em [B)), obtemos que (%, %,O) € uma das solu¢oes do sis-
tema. Fazendo z = 1/3, obtemos que (%,0,%) é uma
outra solu¢do. Bem entendido, qualquer valor de z nos
fornece uma solugao diferente.

Observacdo 12. Ainda em relagdo ao exemplo anterior, a
expressio @) é o que chamamos de uma solucao geral do
sistema (ja que ela gera todas as possiveis solugdes). Neste
caso especifico, consequimos escrever todas as wvaridveis
em fungdo de uma tnica variduel (z). Em outros siste-
mas indeterminados, pode acontecer que, para encontrar a
solugdo geral, tenhamos primeiro que fizar um subconjunto
de duas ou mais varidveis e, depois, explicitar os valores
das varidveis restantes.em fun¢ao daquelas que foram fiza-
das.

Dicas para o Professor

Recomendamos que este material seja apresentado em dois
encontros de 50 minutos. No primeiro encontro pode ser
feita uma revisao dos métodos de resolugdao de sistemas
com duas equagoes e duas varidveis, incluindo exemplos em
que o sistema possui uma tinica solugao, nenhum solugao e
infinitas solu¢bes. No segundo encontro pode ser apresen-
tado o método da eliminagdo gaussiana aplicado a sistemas
com trés equacoes.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
lume 1: Numeros Reais. SBM, Rio de Janeiro, 2013.

2. G. Iezzi Os Fundamentos da Matemadtica Elementar,
Volume 4: Matrizes. Atual Editora, Rio de Janeiro,
2013.
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