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1 Exercicios de Aprofundamento

Apresentamos abaixo mais alguns exemplos, a fim de
exercitar o material sobre PGs abordado nas aulas anteri-
ores.

Exemplo 1. Diz a lenda que o inventor do xzadrez pediu ao
ret uma recompensa de 1 grao de trigo pela primeira casa,
2 graos pela segunda, 4 pela terceira e assim por diante,
sempre dobrando a quantidade anterior a cada mova casa.
Sabendo que o tabuleiro tem 64 casas e que um grao de
trigo pesa aprorimadamente 0,00526g, mostre que o rei
teria que dar ao inventor mais de 8 - 10'° toneladas de
tm‘g.

Solucgao. Observe que a quantidade de graos de trigo pe-

dida pelo inventor do xadrez é dada pela soma dos termos
da PG

(1,2,4,...,25).
Portanto, vamos primeiro calcular a soma dos 64 termos

da PG que possui primeiro termo igual a 1 e razao igual a
2, ou seja, a soma:

S=1+2+4+---+2,

Utilizando a férmula para a soma dos termos de uma PG
finita, obtemos:

7264_1

S = =264 _1.
21

Agora, o peso de cada grao de trigo é
0,00526g = 526 - 10t > 512- 10711t = 22 - 10 11¢.

Portanto, o peso dos graos de trigo pedidos pelo inventor
do xadrez é, em toneladas, maior que

273 _ 29 N 273

9 —11/064 _ o~
27107112 — 1) = o

Por fim, como 2'° > 103, temos
240 _ (210)4 > (103)4 — 10127

de sorte que

273 240 10,3 10

Exemplo 2. Seja dado n € N.

(a) Mostre que

11201
SN—— 9

n

LA producdo mundial atual de trigo é de cerca de % -109 toneladas.

(b) Calcule, em funcdo de n € N, o valor da soma

1+11+1114---4+11...1.
—

n

Solugao.
(a) Temos:

11...1=1+4+104+100+---4+100...0
n n—1
=1+10+10%+ -+ 10" "
10m—1  10m=1
10-1 9

(b) Seja
S=1+11+---411...1.

Utilizando o item (a), obtemos:

8210—1+102—1+m+10"—1
9 9 9

10 107 10"

“oto oty

Lol
99 9/)°

n parcelas

Agora, note que a sequéncia

10 102 0™
5 g

é uma PG de razao 10. Portanto,

10+ 102 N N 0" 1(10n+1_1)
9 9 9 9\ 10-1
_10"“—1
T
Assim, obtemos:

10"t -1 n
1+11+---+11...1= ——— — —
T +—/—r 81 9

710"+1—9n—1

B 81 '

O

Exemplo 3 (Macedénia). Em uma PA ndo constante de
numeros reais, o quociente entre o primeiro termo e a
razdo € um numero irracional. prove que nao hd trés ter-
mos dessa PA que estejam em PG.

Solugao. Seja (a1, as,..
razao r, tal que % ¢ Q.

Suponha, por contradi¢ao, que hé trés termos dessa PA
que estao em PG. Vamos denotar esses trés termos por

.,an) uma PA nao constante de
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Qm, Gn € Qp, €m que m, n e p sao inteiros positivos com
m < n < p. Entao, temos a relagao
2
ay, = amap. (1)

Por outro lado, pela férmula do termo geral para PAs,
temos:
am = a1+ (m—1)r,

an =a1+ (n—1)r

ap=ai+ (p—1)r.
Substituindo tais férmulas para a,, a, e a, em (), obte-
mos:

(a1 + (n = 1)r)* = (a1 + (m = 1)r) (a1 + (p = 1)r)

= 9’{—1— 2a1(n —1)r+ (n — 1)27’2 =

= Q’lz-i- (m — Dayr + (p— Dar + (m —1)(p — 1)r?
= 2a1(n—1)r+(n—-1>2%*%=

= (m —Dayr + (p— Dar + (m —1)(p — 1)r*.

Dividindo os dois membros da iltima equagao acima por
r? e utilizando um pouco de Algebra elementar, obtemos:

ai
—(@n—m-p)=(m-1p-1)-@n-1)>~
Consideremos, agora, dois casos separadamente:

(i) Se 2n —m — p # 0, entédo

@ _(m-Dp-D-m-1

2n—m—p

Portanto, temos uma contradigao as hipdteses do pro-
blema.

(ii) Se 2n — m — p = 0, terfamos

m +
n:Tp:>2an=am+ap,
donde seguiria que (am,an, ap) também é uma PA. Logo,
am = an, = ap (prove isto!), e-assim r = 0, o que também
nao pode acontecer. O

Exemplo 4. Os lados de um triangulo equildtero medem I.
Unindo 0s pontos médios de seus lados, obtém-se um novo
triangulo equildtero. Repetindo esse processo indefinida-
mente, obtém-se infinitos triangulos equildateros. Calcule a
soma das dreas de todos eles.

Solugao. Observe que os lados do triangulo cujos vértices
sao os pontos médios dos vértices do triangulo de lados
iguais a [ sao iguais a % Pelo mesmo motivo, os lados do
terceiro triangulo sao iguais a i, e assim por diante. Dessa

forma, os lados do n—ésimo triangulo equilatero sao dados
por 2,}—,1

Agora, invocando a férmula para o célculo da area de
um tridngulo equildtero de lado I, vemos que as areas dos
tridngulos descritos acima formam a PG:

123 123 1’V3
e )

Observe que tal PG tem razao %, de sorte que realmente
faz sentido calcularmos a soma de seus infinitos termos.

Entao, aplicando a férmula para a soma dos termos
de uma PG infinita, obtemos que a soma das areas dos
triangulos é dada por:

+0o0 ZQ\/g l2£\1/§ 12_\/5 - 12\/§
= = 3

SIS

O

Exemplo 5. Mostre que se (ai,as,..
am =a, a, =b e a, = c, entdo

.) € uma PG com

a"TPpPT MM T = 1.

Solucgao. Seja g a razao da PG em questao. Utilizando a
férmula do termo geral de uma PG, obtemos:

a=aiq™ Y, b=a1¢"t e c=a1¢" .

Assim, utilizando as regras usuais de potenciacdo e um
pouco de Algebra elementar, obtemos:

qtTPpPTmemen (alqm—l)nfp (alqnfl)pim (alqpfl)mfn

— a;l*ZH*;D*?TH*m*n . q(m—l)(n—p)_

(n=1)(p—m) _ (p—1)(m—n)

q q

- a(qu(m—1)(n—p)+(n—1)(p—m)+(p—1)(m—n)

=¢"=1.
O

Exemplo 6 (ITA). A soma dos cinco primeiros termos de
uma PA de razao r é 50 e a soma dos termos de uma PG
infinita de razao q € 12. Suponha que as progressoes tém
0 mesmo termo inicial e que esse termo é menor do que
10. Supondo, ainda, que ¢ = 2, calcule a soma dos quatro
primeiros termos da PG.
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Solugao. Denotemos por (ai,as,...) a PA e por
(b1, ba,...) a PG. Assim, temos:
a1+ as + az + ag + as = 50 = 5a; + 10r = 50
= ay + 2r = 10.
Por outro lado, invocando a férmula para a soma dos ter-
mos de uma PG infinita, obtemos:
by
l—q

Agora, utilizando o fato que as progressoes tém o mesmo

termo inicial e ¢ = r?, segue que

10-2r=a; =b; =12 —12¢ = 12 — 1272

=12=b =12 — 12q.

ou, o que é 0 mesmo,
2 _
12rc —2r — 2 =0.

Resolvendo essa equacao de segundo grau, obtemos r = % e
r= —%. O casor = —% nao se aplica, pois isso acarretaria

2
a1=10—27‘=10+§>10.

Portanto,

Logo,

1
b1:12—12q:12—12~Z:12—3:9,

by =

[

, by = 2L eby = %. Finalmente, obtemos:

16
9 9 9 765
bl+b2+b3+b4—9+1+1—6+6—4—a-

Dicas para o Professor

Recomendamos que seja utilizada uma sessao de 50 minu-
tos para desenvolver os exemplos contidos nesse material.
Na primeira metade da sessao, sugerimos que o professor
estimule os alunos a pensarem nos problemas propostos,
possivelmente dando dicas & medida que perceber suas di-
ficuldades. As referéncias [1] e [2] contém vdrios outros
problemas propostos, de calibre igual ou superior aos co-
lecionados aqui.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar Vo-
lume 1:" Numeros Reais, 22 Edi¢ao. Rio de Janeiro,
SBM, 2013.

2. G. lezzi, S. Hazzan. Os Fundamentos da Matemdtica
Elementar, Volume 4: Sequéncias, Matrizes, Deter-
minantes, Sistemas. Sdo Paulo, Atual Editora, 2012.
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