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Neste material, seguimos apresentando problemas que
envolvem operagoes aritméticas com fragoes. Todos os pro-
blemas apresentados aqui foram propostos em Olimpiadas de
Matemética.

Exemplo 1 (OBMEP - adaptado). Pedrinho colocou 1 copo
de suco em wma jarra e, em sequida, acrescentou 4 copos
de dgua. Depois decidiu acrescentar mais dgua até dobrar o
volume que havia na jarra. Ao final, qual € a fra¢do de suco
na jarra?

(a)
(0)
(¢)
(d)
()

= A Bl gl= 8=

€

Solugao. Inicialmente, Pedrinho colocou 1 copo de suco na

jarra e, em seguida, acrescentou 4 copos de agua, logo, o

volume total de liquido contido na jarra neste momento era

1+ 4 =5 litros. Assim, para dobrar esse volume, Pedrinho

teve de colocar mais 5 copos de agua, totalizando um volume

de 10 copos, sendo 1 de suco e 9 de dgua. Portanto, a fracao
1

de suco na jarra ¢ {5 e a alternativa correta ¢ a da letra

(b). 0

Exemplo 2 (OBMEP). Janaina tem trés canecas, uma pe-
quena, uma média e uma grande. Com a caneca pequena
cheia, ela enche 3/5 da caneca média. Com a caneca média
cheia, ela enche 5/8 da caneca grande. Janaina enche as
canecas pequena e média e despeja tudo na caneca grande. O
que vai acontecer com a caneca grande?
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(a) Ela ficard preenchida em 7/8 de sua capacidade.

(b) Ela ficard preenchida em 8/13 de sua capacidade.

Fla vai transbordar.

)
)
¢) Ela ficard preenchida em 5/8 de sua capacidade.
)
e)

(
(d) Ela ficard totalmente cheia, sem transbordar.
(

Solugao. Veja que a caneca pequena enche 3 £ da média que,
por 5ua vez, enche 3 3 da grande. Portanto, a caneca pequena
enche 2 = ; 3 da caneca grande. Assim, quando os contetudos
das canecas pequena e média forem despejados na caneca
grande, a fracdo da caneca grande ocupada sera

3 + 5 8

8§ 8§ 8
Portanto, a caneca grande ficard totalmente cheia, sem trans-
bordar, e a alternativa correta é a da letra (d). O

Exemplo 3 (OBM). A idade atual de Pedro ¢ igual a 2 da
idade atual de Fernando. Fzatamente 10 anos atrds, a soma
das idades deles era 60. Qual serd a idade de Pedro daqui a
exatamente 13 anos?

(a) 5
(b) 6
(c)47.
(d) 4
(e) 5

Solucao. Note que, se hd 10 anos a soma das idades de Pedro
e Fernando era 60 anos, atualmente essa soma é 60 + 20 = 80
anos, pois devem ser somados 10 anos a idade de cada um.
Como a idade atual de Pedro é igual a g da idade atual de
Fernando, a soma das idades dos dois corresponde a

5,338
5 5 5
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da idade de Fernando. Portanto, % da idade atual de Fernando
correspondem a 80 anos, de modo que % da idade atual de
Fernando corresponde a 80+ 8 = 10 anos. Assim, concluimos
que, atualmente, Pedro possui 3 - 10 = 30 anos e, daqui a
13 anos, ele terd 30 + 13 = 43 anos. Portanto, a alternativa
correta é a da letra (d). O

Exemplo 4. Rafael tem % da idade de Roberto e é 2 anos

mais jovem que Reinaldo. A idade de Roberto representa %
da idade de Reinaldo. Em anos, a soma das idades dos trés
vale:

Solugao. Perceba que a idade de Rafael é igual a % da idade
de Roberto que, por sua vez, € igual a % da idade de Reinaldo.
Assim, a idade de Rafael é igual a

2 4 8
33 9
da idade de Reinaldo.

Como Rafael é 2 anos mais jovem que Reinaldo, % — % = %
da idade de Reinaldo — que é a diferenca entre as fracoes
que representam as idades dos dois — corresponde a 2 anos.
Logo, % = 1 da idade de Reinaldo corresponde a 9 -2 = 18
anos.

Assim a idade de Rafael é 18 — 2 = 16 anos e a idade de
Roberto é % - 18 = 24 anos, de forma que a soma das idades
dos trés vale

18 + 16 + 24 = 58 anos.

A alternativa correta é a da letra (c). O
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Exemplo 5 (Olimpiada Chilena). Que fracdes devem ser retira-
das da soma

1+1+1+1+1+1+1
2 3 4 6 8 10

para que a soma valha 17

Solucao. Veja que a soma

11 1, 1 1
titetst T

1
Ty 6 8 10

1
2
é igual a

60 +40 +30+20+ 15+ 12410 187 )
120 1207

< _ 120 ~
Desse modo, para que a soma seja igual a 1 = 135, as fragoes

retiradas devem ter soma igual a

187 120 67

120 120 120°

Em termos das parcelas do numerador do primeiro mem-
bro de , isso é o mesmo que escolher algumas delas cuja
soma valha 67. Como todas terminam em zero, exceto 15 e 12

— que somam 27 —, essas duas parcelas— que correspondem
. Sl 15 1 _ 12 i

as fragdes g = 155 € 15 = 120 devem ser escolhlda.ts..AgoraL7
ainda devem ser escolhidas parcelas cuja soma seja igual a

67 — 27 = 40. Podemos fazer isso de dois modos:

i 1 _ 40
e retirando somente 5 = {55 ou
i Seg L — 30 i74,10
e retirando as fragoes 7 = 155 € 15 = 1a0-
Portanto, devemos retirar as fragoes é % e % ou, entao,
14 1,1
as fracoes g, 95, 1 € 13- O

Exemplo 6 (Olimpiada Portuguesa). Em um saco hd pedras
pretas e brancas. Hd 20 pedras brancas e 15 das pedras do
saco sdo pretas. Que fragdo das pedras pretas devemos retirar
para que % das pedras que ficarem no saco sejam pretas?
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12 Solugéo Corno 5 das pedras no saco sao pretas, temos
que 10 das pedras no saco sdo brancas, fragao que corresponde
a 20 pedras. Ass1m h& 20 -9 = 180 pedras pretas no saco.

Para que = 4 das pedras no saco seJam pretas, a fragao de
pedras brancas deve passar a ser =. Como a quantidade de
20 pedras brancas deve ser mantlda a quantidade de pedras
pretas no saco deve passar a ser 20 - 4 = 80. Desse modo,
devem ser retiradas 180 — 80 = 100 pedras pretas, ou seja, a
fragdo das pedras pretas que deve ser retirada é

100 5
180 9

22 Solucgao Inicialmente, a quantidade de pedras pretas é
igual a nove vezes a quantldade de pedras brancas, pois %
das pedras sao pretas e E das pedras sao brancas. Sem
alterar a quantidade de pedras brancas, pretendemos que
a quantidade de pedras pretas passe a ser quatro vezes a
quantidade de pedras brancas, ja que, ao final, % das pedras
devem ser pretas e % das pedras devem ser brancas. Logo, a
fracdo de pedras pretas que deve ser retirada para que isso
ocorra é

9 4 5

9 9 9
O

Exemplo 7 (Olimpiada Portuguesa). Uma prova de atletismo
é constituida por um numero inteiro de voltas em uma pista

circular. Felicia percorreu % do percurso total, parou para

beber wm pouco de dgua e correu mais 2 ¢ de uma volta Sa-

bendo que, nesse ponto, ainda faltava Felicia percorrer 5 3 do
percurso, quantas voltas teve essa prova?
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(e) 36.

Solugao. Observe que, Juntando 5 do percurso total a 5

de uma volta, obtém-se 4 do percurso, ja que, dep01s de
percorridos esses trechos, ainda faltava Felicia percorrer § 3 do
percurso. Desse modo, % de uma volta correspondem a

9-38 1

2
9 36 36

1
4

do percurso total. Portanto, % de uma volta corresponde a

1,11 _1

36 ° 36 5 180
do percurso total. Assim, concluimos que 180 - =z = 30 voltas
correspondem a 180 do percurso total. A alternatlva correta
é a da letra (c). d

Exemplo 8 (Olimpiada Cearense). Tem-se seis jarras. Ini-
cialmente, cinco delas contém 2 litros de dgua e uma delas
contém 1 litro de dgua. Um movimento permitido consiste
em escolher duas das jarras e dividir o total de dgua nelas
contida em duas porgoes tguais. E possivel que, apos um
numero finito de movimentos, todas as seis jarras tenham a
mesma quantidade de dgua? Justifique sua resposta.

(Nota: assuma que a capacidade de cada uma das seis jarras
seja maior que 2 litros e que nenhum liquido seja desperdicado
ao se realizar uma operacgdo permitida.)

Solucgao. Inicialmente, cinco jarras contém 2 litros de agua
cada uma e a sexta jarra contém 1 litro de dgua, logo, o total
de dgua nas seis jarras é 5-2 + 1 = 11 litros.

Suponhamos que seja possivel deixar as seis jarras com a
mesma quantidade de dgua apoés alguns movimentos. Como
nao ha desperdicio de liquido ao se realizar uma movimento
permitido a quantidade de adgua em cada jarra, ao final,
seria, ? Observe que Q é uma fracao irredutivel e que o
denominador 6 é multlplo de 3.
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Note agora que, no inicio, as quantidades de dgua em
cinco das seis jarras vale 2 = 2% litros e, na jarra restante,
vale 1 = 2% litro.

Assuma que, ap0s uma certa quantidade de movimentos,
as quantidades de dgua nas jarras, quando expressas por
fracoes irredutiveis, tenham denominadores iguais a poténcias
de 2.

Escolha duas jarras para executar o proximo movimento
e escreva as quantidades de dgua nelas contidas como

a b

om ¢ gn
em que a, b, m e n s@o inteiros ndo negativos, com a e b
fmpares; suponha, ainda (e sem perda de generalidade), que
m > n.

O movimento seguinte consiste em dividir o total de dgua
contida nessas duas jarras em duas porgoes iguais. Entao; a
quantidade de agua nas duas jarras, ap0s esse movimento,
serd igual a

2 - om4-1

a b a p.gm—n B
om + 2n _ om om a+ b L2men
5 =

Ao reduzir essa ultima fracdo a uma fracao irredutivel,
cancelaremos no maximo alguns fatores 2 do denominador;
portanto, obteremos uma fracao irredutivel com denominador
também igual a uma poténcia de 2. Dessa forma, apds
o préximo movimento, as quantidades de dgua nas jarras,
quando expressas por fragoes irredutiveis, novamente terao
denominadores iguais a poténcias de 2.

Concluimos, portanto, que é impossivel que, apds uma
certa quantidade de movimentos, obtenhamos % litros de
agua em uma jarra, quanto mais em todas. O
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Sugestoes ao Professor

Sugerimos que sejam utilizadas quatro sessoes de 50min
para expor o contetido deste material. Recomendamos que
os professores deixem os alunos refletirem sobre os exemplos
apresentados por alguns minutos, antes de explicarem as
solugoes.

Ressaltamos a importancia de que os alunos tentem en-
contrar as solugbes por meios préprios. Por outro lado, ainda
que eles ndo as encontrem, ou apresentem uma solugdo errada,
esse processo é fundamental para a aprendizagem.

Depois de deixar os alunos tertarem resolver as questoes
por algum tempo, caso eles nao obtenham éxito, é reco-
mendéavel que o professor, aos poucos, dé dicas das solugdes,
antes de entregar as solugoes completas. Este procedimento
ajuda na sedimentagdo das ideias que os problemas carregam.

O dltimo problema utiliza, no contexto de fracoes, uma
ideia simples, mas muito importante: a de se procurar um
invariante (isto é, algo que ndo varia — no caso, o fato de os
denominadores das representacoes irredutiveis das quantida-
des de dgua nas jarras serem poténcias de 2) para obter algum
controle sobre o resultado de uma operac¢do aparentemente
aleatéria. Para saber mais sobre essa ideia, veja a segao 4.4
da referéncia [1].

Sugestoes de Leitura Complementar

1. Antonio Caminha M. Neto. Tépicos de Matemadatica
Elementar, volume 4: Combinatéria, terceira edigao.
Rio de Janeiro, SBM, 2024.
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