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1 Figuras Semelhantes

O principal objetivo desse material é estabelecer o con-
ceito de semelhanca. Esse conceito é fundamental para o
estudo das relagdes métricas num tridngulo retadngulo, as
quais, por sua vez, possuem varias aplicagbes em varios
campos das ciéncias.

Genericamente, dizemos que duas figuras planas F e F’
sao semelhantes, com razao de semelhanca r, quando existe
uma correspondéncia biunivoca T' entre os pontos de F' e os
pontos de F’, chamada transformacido de semelhancga,
que preserva a forma das figuras. Equivalentemente, se X,
Y sdo pontos quaisquerde Fese X' =T (X)eY' =T (Y)
sdo seus correspondentes em F' = T (F) (denominados
pontos homdlogos), entdo

XY =r XY (1)

Notacado: escrevemos F' ~ F’ para denotar que F e F’
siguras semelhantes.

Observagao: Toda transformacdo que satisfaz a igualdade
@ transforma pontos colineares em pontos colineares,
preserva medida de angulos e paralelismo de retas. Assim,
a mog¢do de semelhanca corresponde a idéia natural de
‘mudanca de escala”, isto é, ampliacido (quando a
razdo r satisfaz v > 1) ou redugdo (quando a razio r
satisfaz 0 < r < 1) de uma figura, alterando seu tamanho
sem modificar suas proporgoes.

Se A1 Ay...A,, e B1Bs...B,, séo dois poligonos de n lados
semelhantes (com o vértice A; homdélogo aos vértice B;),
entao a correspondéncia

A1<—>Bl, AQHBQ,...,AnHBn

entre os vértices dos poligonos de modo que os pares de
lados correspondentes (ditos lados homélogos) sao pro-
porcionais entre si e os pares de angulos correspondentes
(ditos Angulos homélogos) sio congruentes entre si. De
fato, para poligonos essas duas condigbes sao suficientes
para garantir que existe uma transformacao de semelhanca

entre os dois poligonos. Vale observar que, na nomen-
clatura utilizada, poligono AiAs...A,, adotamos implici-
tamente uma ordenag¢do hordria ou anti-hordria para os
vértices do poligono. Além disso, um mesmo poligono pode
ser representado por qualquer rotagao de seus vértices; por
exemplo, fixados os pontos nao colineares A, B e C, temos
que AABC, ABCA, ACAB (citagoes ”anti-horérias”) e
ANACB, ANCBA, ABAC (citagdes "horarias”) represen-
tam o mesmo triangulo.

Por exemplo, em relagdo aos poligonos convexos da fi-
gura a seguir, a correspondéncia

Al(—)Bl, AQHBQ,...,A5(—)B5

(ou, resumidamente, A;As...A5 <+ B1B5...B5) é uma se-
melhanga se, e somente se,

L]}

A4AsAy = B4BsBy, AsA1A; = BsB1 B,
A1AsAs = B1BoBs, AxA3Ay = ByB3By,
A3A4As = B3ByBs,

e
AsAy _ A1As _ AsAs _ AsAg _ Adds

BsB1 B, B> B3B3 B3 By B4Bs

Sendo esse o caso, escrevemos
A1A2...A5 ~ BlBQ...B5.

Fum par de poligonos semelhantes, o quociente comum
entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de
razao de semelhancga. Assim, nas notagoes da discussao
acima, a razao de semelhanca é r. Quando a razao de seme-
lhanga € 7 = 1 temos uma congruéncia entre os poligonos.

Nao ¢é dificil mostrar que a semelhanca entre dois poli-
gonos A1As ... A, e B1B>...B,, com A; e B; homdlogos
para 1 <4 < n, é equivalente a semelhanga entre os trian-
gulos A;A; Ay, e B;BjBy, para 1 <14 < j <k <n. Assim,
podemos nos limitar ao estudo de semelhanca entre trian-
gulos.

2 Semelhancas entre tridngulos

Nesta se¢ao, estudamos conjuntos minimos de condi¢oes
sobre dois tridngulos, de forma tal que garantam a
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semelhanca dos mesmos. Esse conjuntos de condigoes sao
os analogos, para semelhancas, dos casos de congruéncia
de tridngulos e, por essa razdo, sio denominados casos
(ou critérios) de semelhanca de tridngulos.

Critério AAA de semelhanca: se existe uma corres-
pondéncia entre os vértices de dois triangulos tal que os
angulos correspondentes sejam congruentes, entdo a cor-
respondéncia é uma semelhanga. Em simbolos (veja a fi-
gura a sequir), dados os triangulos NABC e NA'B'C’, se
CAB = C”;l\’B’, ABC = A'B'C" e BOA = B’é\’A’, entdo
NABC ~ NA'B'C".

C c’

A B B A’

Prova. Sejam G e H pontos em zﬁ e ﬁ, respectiva-
mente, tais que AG = A’'B’ e AH = A’C’. Entdo, o caso de
congruéncia LAL garante que AAGH = AA’B’'C’. Logo,

ABC = A'B'C' = AGH ¢ BOA = B'C'A' = GHA.

Assim, ou Cﬁ = % (e, neste caso, B =G e C = H)
ou, pelo Teorema dos Angulos Alternos-Internos, ﬁ] I

. No primeiro caso, temos AB = A'B’ e AC = A'C’,
de forma que AABC = AA'B'C’. No segundo caso, o
Teorema de Tales diz que

AB _AB_ AC_ AC
A'B' AG AH  A'C

Por fim, uma construgao andloga permite demonstrar que
% = BBi—g,, o que conclui a prova da semelhanca dos

tridngulos em questao. O

Usando que na Geometria Euclidiana Plana a soma dos
angulos internos de um tridngulo é sempre igual a 180°,
obtemos a forma usual a seguir do caso de semelhanca que
vimos discutindo.

Teorema 1 (Critério AA de semelhanca). Se existe uma cor-
respondéncia entre os vértices de dois triangulos tal que
dois pares de angulos correspondentes sejam congruentes,
ent@o a correspondéncia é uma semelhanga. Em simbolos,
dados os tridngulos NABC e NA'B'C', se CAB =
C'A'B' e ABC = A'B'C’, entdo NABC ~ AA'B'C’.

Prova. Observe que, como a soma dos dngulos de todo
tridngulo é igual a 180°, também temos

BCA = 180° -~ ABC — BAC
—180° — A'B'C’ — B'AC’
— B'C'A.

Portanto, os dois tridangulos tém os trés pares de angulos
correspondentes congruentes, de forma que o caso AAA de
semelhanca garante que AABC ~ ANA'B'C". O

Teorema 2 (Critério LAL de semelhanca). Se existe uma
correspondéncia entre os vértices de dois triangulos tal
que dois pares de lados correspondentes sao proporcio-
nais e os angulos que eles determinam sdo congruentes,
entao os triangulos sao semelhantes. FEm sz’mbolo, da-
doi 08 tm’dzl\gulos ANABC e AA'B'C’, se X}g, = X}g, e
CAB = C'A'B’, entio NABC ~ NA'B'C’.

C c’

B
B/

A/

Prova. Consideremos triangulos AABC e AA'B'C" com
% = ﬁ—g, e CAB = C'A’B’. Como na demonstracao
do caso anterior, sejam G e H pontos em AB e ﬁ, res-
pectivamente, tais que AG = A’B’ e AH =A’C’. Também
como 14, temos ANA’B'C’' = ANAGH e, assim,

AB AB AC AC

AG ~ A'B' T ACT T AH

Logo, ou % = ﬁ (em cujo caso nada mais hd a fazer)

ou, pelo reciproco do Teorema de Tales, % I . Nesse
ultimo caso, os pares de angulos correspondentes, quais
sejam, ZAHG, ZACB e ZAGH, ZABC, sao formados por
angulos congruentes. Portanto, segue do Teorema [I] que
ANABC ~ NAGH e, portanto, AABC ~ NA'B'C’. O

Teorema 3 (Critério LLL de semelhanga). Se existe uma
correspondéncia entre os vértices de dois triangulos tal que
0s pares de lados correspondentes sGo proporcionais, entdo
os triangulos sao semelhantes. FEm simbolos, dados os
triangulos ANABC e NA'B'C’ se, % = A‘L}—g, = BB,—g,,
entdo AABC ~ ANA'B'C'.

C

B’ A
A

LOobserve que, nas notacdes da figura a seguir, os sfmbolos iguais
associados aos pares de lados AB, A’B’ e AC, A’C’' nio significam
que tais lados sejam congruentes; eles estao presentes simplesmente
para que o leitor possa visualizar mais rapidamente os pares de lados
respectivamente proporcionais.
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Prova. Consideremos tridngulos AABC e AA’B'C’ tais

que
AB AC BC
A'B T ACT T BICT
Sejam G e H pontos em ﬁ e E, respectivamente, tais
que AG = A'B" e AH =A'C’. Uma vez que
AB _ AB _ AC _AC
AG  A'B’ A'C" AH
o critério LAL de semelhanga (cf. Teorema[2]) garante que
NABC ~ ANAGH. Assim, 2£ = 48 ' de sorte que

e GAH = BAC,

» GH — AG»
AG AB

Portanto, o critério LLL de congruéncia de tridngulos
garante que NAGH = NA'B'C’ e, entdo, NABC ~
NA'B'C". O

Terminamos esta se¢do colecionando, nos dois resultados
a seguir, duas importantes aplicacdes dos casos de seme-
lhanga de tridngulos estudados acima.

Teorema 4. Em qualquer triangulo retangulo, a altura re-
lativa ao vértice do angulo reto divide o triangulo em dois
triangulos menores que sao semelhantes entre si e também
semelhante ao triangulo original.

C

A D B

Prova. Consideremos um tridngulo AABC, retdngulo no

vértice C, e seja C'D a altura relativa a esse vértice (veja a

figura acima), de sorte que o ponto D estd situado sobre a
>

reta AB, entre A e B. Como a soma dos angulos internos
de qualquer triangulo é igual a 180° e ABC = 90°, temos

ACD = ABC e BCD = CAD.

Portanto, segue do Teorema [l que os triangulos AABC,
NACD e ACBD sao semelhantes entre si. O

A prova do resultado a seguir fica como exercicio para
o leitor. Como sugestao, adapte a ideia utilizada nas de-
monstragoes apresentadas dos critérios de semelhanca de
tridngulos (vocé também pode achar til revisar a demons-
tracao do Exemplo 13 do material teérico referente ao Te-
orema de Tales, parte I).

Teorema 5. Se dois triangulos sao semelhantes, com razdo
de semelhanca igual a r, entdo a razdo entre oS compri-
mentos de duas de suas alturas, medianas ou bissetrizes
correspondentes também € igual a r. Mais geralmente,
a razao entre dois elementos lineares correspondentes nos

dois triangulos € igual a 7.

3 A homotetia

Esta secdo enfoca o conceito de semelhanca sob ou-
tro ponto de vista, qual seja, o das transformacoes
geométricas. O material desta secdo utiliza alguns con-
ceitos relacionados a funcgoes, podendo ser omitido numa
primeira leitura.

Sejam Il um plano, O um ponto de Il e » um namero
real positivo. A homotetia de centro O e razdo r é
a transformagdo (i.e., a correspondéncia) Hp, : II — II
entre pontos de II definida do seguinte modo: Hop ,(O) =
O e, para todo ponto X distinto de O, X' = Hp (X) é
o ponto da semirreta (ﬁz tal que OX' = r- OX (veja a
figura abaixo).

O resultado a seguir isola a propriedade fundamental das
homotetias.

Teorema 6. Toda homotetia é uma semelhanca.

Prova. Primeiramente, mostremos que a imagem ho-
motética de um segmento é ainda um segmento. Para
tanto, quando o ponto X esta entre os pontos O e Y, é
claro que O, X’ e Y’ sao colineares e

XY =0Y' -0X'=r-[0Y —O0X]=r - XY.
Por outro lado, se O, X e Y sdo ndo colineares,

consideremos os tridngulos AXOY e AX'OY’ (veja a
figura abaixo).

Temos OX’' = r-0X e OY' = r-OY. Logo, segue
do critério LAL de semelhanga que os tridngulos AXOY
e AX'OY’ sao semelhantes, com razao de semelhanca 7.
Portanto, XY e X'Y”’ sao paralelos, com X'Y' =r . XY.

O

A seguir, colecionamos mais algumas propriedades im-
portantes das homotetias, cujas demonstracoes ficam como
exercicios para o leitor.
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Propriedades de uma Homotetia Hp ,:

Uma homotetia H = Hp, ¢ um exemplo de trans-
formacao de semelhanca e, assim, possui as seguintes pro-
priedades, comuns a toda transformacao de semelhanca:

a) H transforma pontos colineares em pontos colineares.
Mais, precisamente, se P esta entre A e B, entao P’ =
H (P) esté entre A’ = H(A) e B’ = H (B). Logo, a
imagem de uma reta por H é uma reta e a imagem de
um angulo por H é ainda um angulo;

b) H preserva medidas de dngulos, ou seja, para todo
angulo ZCAB temos C'A’B’ = CAB. Em particular,
H preserva perpendicularismo;

c) H preserva paralelismo de retas, isto é, se r e s s@o
retas paralelas, entdo ' = H (r) e s’ = H (s) sdo retas
paralelas.

Além disso, uma homotetia Hp, : II — II possui ou-
tras propriedades, particulares as homotetias, tais como
as seguintes:

H1 - O tnico ponto fixado por uma homotetia ndo trivial
(i.e., de razédo diferente de 1) é o seu centro O. Em
simbolos, para r # 1, temos Ho , (P) = P se, e so-
mente se, P = O.

H2 - Toda reta m passando por O é invariante por Hp ., ou
seja, se m é uma reta contendo O, entdo Hp . (m) =
m.

H3 - Toda reta m que nio passa por O é transformada por
Ho, numa reta m’ = Ho, (m) paralela a reta m.

H4 - A inversa de uma homotetia Hop, ¢ uma homotetia
de mesmo centro O e razao % Assim, todo homotetia
é uma transformacdo involutiva, i.e., a composta dela
consigo mesma é a transformacao identidade.

Dicas para o Professor

O contetido dessa aula pode ser visto em trés encontros
de 50 minutos cada. Recomendamos trabalhar as demons-
tragoes dos critérios de semelhanca, adequando as figuras
apresentadas para refletir os argumentos apresentados nas
argumentacoes. Para os resultados ndo demonstrados, su-
gerimos construir uma argumentacao, fazendo uso do Teo-
rema de Tales e seu reciproco, discutidos em notas anteri-
ores, mostrando ao aluno que fatos geométricos realmente
se apoiam na validade de outros resultados mais simples,
ja estudados.

A referéncia [2] contém vérios exercicios simples envol-
vendo semelhanga. Para o leitor interessado em aplicacoes
mais elaboradas, sugerimos a referéncia [1]. < Por fim, a

referéncia [3] discute as propriedades das homotetias elen-
cadas no texto, bem como traz varias aplicacoes interes-
santes.
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