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1 Composicao de funcoes

Consideremos duas fungdes f : A — B e g : C — D tais
que a imagem de f estd contida em C. Podemos considerar
a funcdo h que tem dominio A, contradominio D e cuja
acao sobre os elementos de A é dada pela acao da funcao f
seguida pela a¢ao da fungao g, ou seja, a fungao h: A — D
dada da seguinte maneira: para cada elemento a € A,
sua imagem pela fungao h é obtida tomando-se primeiro
f(a) € Im(f) C C e, depois, tomando-se g(f(a)) € D (veja
a figura [1)).

A fungéo h é chamada composta de f e g (nessa ordem,
ou seja, aplicamos primeiro f e depois g) e a denotamos
por go f. Em resumo, go f : A — D é a fungdo dada por

(9o f)(a) = g(f(a)).

/
P

Figura 1: a acdo da funcao composta g o f sobre um ele-
mento a € A.

Observagdo 1. Muitos autores (sendo a maioria) definem
a composta de f e g exigindo que o contradominio de f seja
igual ao dominio de g, isto é, que tenhamos f : A — B
e g: B — D. Adotar esta definicio ou a dada acima
nao gera diferengas essenciais. Realmente se f : A — B
eg:C — D sao tais que Im(f) C-.C, entdo, denotando
Im(f) por X, podemos ver f como uma fungio f: A — X
(tal que f(a) = f(a), para todo a € A) e restringir g a
X, obtendo g x : X — D; entretanto, note que, para todo
a € A, temos

(g1x © f)(a) = gx(f (@) = g(f(a)) = (g0 ) (a).

Assim, tanto g;x Of quanto go f fazem corresponder, para
cada elemento de A, um mesmo elemento de D.

Exemplo 2. Considere as fungées f : [0,400) > R e g :
[0, +00) = R, dadas por f(z) =z —1eg(z) =x. A
imagem-de f é o conjunto Im(f) = {f(z) | + > 0} =
[-1,400). Como Im(f) = [-1,400) ¢ [0,+0c0), ndo €
possivel calcular a composta g o f. De outra forma, os
nimeros reais pertencentes ao intervalo [—1,0) ndo podem
pertencer ao dominio de g o f, pois, por exemplo, se 0
estivesse messe dominio, deveriamos ter

(90 f)(0) = g(£(0)) = g(=1),

mas g ndo estd definida em —1 (pois /—1 ndo é um
nidmero real).

Por outro lado, a fung¢ao composta f o g pode ser calcu-
lada, porque a imagem de g, o conjunto Im(g) = [0, +00),
estd contida no dominio de f (na verdade, neste caso, es-
ses conjuntos sdo iguais). A composta fog: [0,400) = R
€ dada por

(fog)(@) = fg(x)) = f(Va) = va - 1.

O Exemplo [2l mostra que, em geral,-a ordem em que as
fungoes sao consideradas na composicao é importante, pois
uma das compostas pode existir mas a outra nao. Mais
ainda, mesmo que ambas as compostas fog e go f existam,
elas nao necessariamente serao iguais, como veremos no
Exemplo |3| a seguir. Em outras palavras, podemos dizer
que a composicao de fun¢ées nao é comutativa.

Exemplo 3. Sejam f : R — R dada por f(x) =x+1e
g : R — R dada por g(z) = a%. A imagem de f ¢ todo
o conjunto R e a imagem de g € o conjunto dos niumeros
reais nao_negativos. Assim, a imagem de cada funcao estd
contida no dominio da outra e as duas compostas, fog e

go f, podem ser consideradas. Entretanto, temos

(fog)(x) = flg(x)) = f(z*) =" +1

(9o f)x) =g(f(x)) = g(z+1)
=(x+1)? =242z +1.

Logo, fog#go f.

Podemos calcular também a composta de trés ou mais
fungoes, desde que as condigoes para a existéncia das com-
postas parciais sejam satisfeitas. Mais precisamente, dadas
trés fungoes f : Ay — Asg, g: A3 — As e h: A5 — Ag,
com Im(f) C Az e Im(g) C As, podemos considerar as
compostas hog e go f. Além disso, como

Im(g o f) C Im(g) C 4,

também podemos considerar a composta ho (go f).

Assim, a composta das trés fungdes pode, a principio,
ser obtida de duas maneiras: (hog)o f ou ho(go f). Mas,
se x € A1, entdo

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))

(ho(ge f))(x)=n((ge f)(x) = hlg(f(x))).
Dessa forma, as funcoes (hog)o f e ho(go f) sdo iguais, o

que demonstra que a composi¢ao de fungoes é associativa.

Exemplo 4. Para cada n > 1 inteiro, seja f : [0,1] = R
a fun¢io dada por f,(x) = x'/™. Gostariamos de calcular
f2 0 fzo fy. Para tanto, comecamos observando que

ze[0,1] = Yrel0,1],
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de sorte que Im(f,) C [0,1], para todo n > 1 (em wver-
dade, Im(f,) = [0,1], mas a inclusao nos bastard). Entdo,
realmente podemos considerar a composta fo o fz o f4, €
temos

(f20 fso fa)(x) = falfs(fa(@))) = folfa(z"/*))
_ f2(($1/4)1/3) _ f2(x1/12)

_ (m1/12)1/2 — pl/24

Seja f : A — B uma funcao tal que Im(f) C A. Entao,
dado um natural n > 2, podemos compor f consigo mesma
n vezes, obtendo a fungao composta fo...o f, que deno-
tamos por f(™. Neste caso, dizemos que f(™ pode ser
obtida a partir de f por iteragao. Por uniformidade de
notacdo, por vezes denotamos f por f(©),

Exemplo 5. Seja f : (0,+00) — R a funcdo dada por
flz)=1+ % Comox>0=1 +% > 0, podemos calcular
a n—ésima funcdo iterada f). Entao,

o B 1 2z 41
f2(x)—f(f($))—1+f(x)_ r+1’

1 +1 3xr+2

fO) = f(fP () = e = 1+2i:+1 - 2i+1'

Continuando, obtemos f®*(x) = gfi;’, O (z) = gﬁig e,
em geral,
Friix+ F,
(W) (p) = 2nH1P T2

[ () FoiF .
onde F, € o n—ésimo termo da sequéncia de Fibonacci:
(0,1,1,2,3,5,8,13,...), dada por Fy =0, F; = 1 e, para
cadan>1, Foy1 =F,+ F,_1.
Exemplo 6. Seja f: R xR — R x R a fun¢ao que aplica

cada par ordenado (x,y) no par ordenado (—y,x), ou seja,
tal que

f(xvy) = (—y,x),
para todos z,y € R. Calcule £ (z,v).
Solugao. Cada aplicagao de f age sobre o par ordenado
(z,y) de duas formas: ha uma troca de posi¢do entre as

coordenadas e uma troca de sinal da primeira coordenada.
Vamos calcular as quatro primeiras compostas:

f(2)($7y) = f(f(x’y)) = f(—y,x) = (—.%', _y)-
FO(,y) = (P, 9) = (=2, —y) = (y, —2).
f(4)($7y) N f(f(3)($7y)) = f(yv —JJ) = (x,y)

Isso significa que, a cada quatro aplicagoes de f sobre um
par ordenado (z,y), voltamos ao mesmo par inicial (x,y).

Assim, fO(z,y) = (,9), fO(z,y) = (z,y), [P (2,y) =
(z,y), etc. Em geral, f(")(z,y) = (x,y) sempre que n for
um multiplo de 4. O multiplo de 4 mais préximo de 2019
6 2016. Logo, f°10)(z,y) = (z,y) e

FE (@, y) = fO(FC1) (@, y)) = fO (2,y) = (y, —2).

O

Seja A um conjunto nao vazio. A funcdo I4 : A — A,
dada por I4(a) = a para todo a € A, é chamada funcao
identidade de A. Essa fungéo tem a seguinte propriedade
em relacao a composicao: se f: A — Beg:(C — A sdo
fungoes quaisquer, entao fols = f e I4 0 g = g. Defato,
para todos a € A, ¢ € C, temos

(fola)(a)= f(la(a)) = f(a)

(La 0 g)(c) = La(g(c)) = g(e).

Uma fungao f : A — A é chamada involugao, se fof =
Iy.

Exemplo 7. Nao é dificil verificar que as funcoes f : R —
R, dada por f(z) = —z, e g : R— {0} — R — {0}, dada
por g(x) = 1/x, sao_involugies. Esse também é o caso da
fungao reflexdo - R x R — R X R, dada por r(z,y) =
(y, ).

Se f: A — A é uma fungdo cujo dominio e contra-
dominio sao iguais, dizemos.que a € A é um ponto fixo
de fise f(a) = a. Se existe um numero natural n tal que
f™(a) = ae f*(a) # a para 1 < k < n, dizemos que a é
um ponto periédico de periodo n. Dessa forma, pontos
fixos sao pontos periédicos de periodo 1.

No Exemplo |5, f(z) = x implica que = = 1 + %, ou
seja, 2 — 2 — 1 = 0. Como z deve ser positivo,temos que
T = HT\/B Assim, 1+2ﬁ é o unico ponto fixo de f.

No Exemplo[6] a origem (0,0) é o tinico ponto fixo de f,
e todos os outros pontos sao peridédicos, de periodo 4.

No Exemplo [7] os pontos fixos da funcao r sdo os que
satisfazem (y,z) = r(x,y) = (z,y), ou seja, sdo os pontos
da reta y = . Os demais pontos sao periédicos de periodo
2.

2 Inversa de uma funcao

Seja f : A — B uma fungao dada. Dizemos que f é in-
jetiva se elementos distintos do dominio tém imagens dis-
tintas, ou seja, se, para todos a,a’ € A distintos, tivermos
f(a) # f(a'). De modo equivalente, podemos dizer que f é
injetiva se, dados a,a’ € A tais que f(a) = f(a'), tivermos
a=a.

Se existe uma funcdo g : B — A tal que go f = I4,
dizemos que g é uma inversa a esquerda para f. Temos
o seguinte resultado.

Teorema 8. Uma func¢do admite inversa a esquerda se, e
somente se, € injetiva.

Prova. Suponha que f : A — B admite inversa a es-
querda, ou seja, que existe g : B — A tal que go f = I4.
Se a,a’ € A sdo tais que f(a) = f(a'), entdo g(f(a)) =
g(f(@)) ou, o que é o mesmo, (g o f)(a) = (g0 f)(a).
Entao, 14(a) = I4(a’), logo, a = a’. Assim, f é injetiva.
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Reciprocamente, suponha que f € injetiva e note que
Im(f) C B. Escolha e fixe a9 € A e definag: B — A
pondo

_f a,seb=f(a),Jac A
g(b)—{ ag, se b€ B\ Im(f) ’ (1)

A funcdo g estd bem definida, porque, se b = f(a), para
algum a € A, entdo o fato de f ser injetiva garante que
esse elemento a é dnico. Também, termos b = f(a), para
algum a € A, é o mesmo que b € Im(f), de sorte que a
condi¢do complementar é, realmente, b € B\ Im(f).

A composta go f: A — A é dada, para a € A, por

(9o f)a) =g(f(a)) = a.

(A ultima igualdade acima segue do fato de que f(a) €
Im(f), de sorte que devemos aplicar a primeira alternativa
em para calcular g(f(a)).) Logo, go f = I14. Assim, g
é uma inversa a esquerda para f

Observe que a funcao g nao é unica e depende da escolha
do elemento ag € A que é imagem dos elementos de B que
nao pertencem a imagem de f. O

Exemplo 9. Seja f : [0,+00) = R dada por f(z) = \/z.
Encontre duas fungées distintas g : R — [0,+00) e h :
R — [0,400) tais que g(f(z)) = x e h(f(x)) = z, para
todo x > 0.

Solugao. A fungao f é injetiva, pois, dados a, b € [0, +00)
tais que f(a) = f(b), temos que /a = Vb, logo, a = b.
Sendo injetiva, f admite uma inversa a esquerda pelo te-
orema anterior. Como vimos na demonstragao desse teo-
rema, essa inversa nao é unica.

Uma escolha ébvia para uma inversa & esquerda para f
é g(x) = 22. De fato, g estd definida em todo o intervalo
[0,400) (que é a imagem de f) e

9(f(@)) = 9(Vo) = (Va)* =a.

Outra escolha, que fornece uma inversa a esquerda para f
diferente de g, é dada por

2 se >0

h(:c){ 0 se <0
Como h(f(x)) = h(y/T) e \/T > 0, temos que
h(f(x)) =h(y/T) = (Vr)* = 2.

Por fim, g e h sao fungoes claramente distintas, pois, por
exemplo, g(—1) = (-1)2 =1e h(—1) = 0. 0

Uma funcdo f : A — B é chamada sobrejetiva se
Im(f) = B, ou seja, se todo elemento do contradominio
B é imagem, por f, de algum elemento do dominio A.

Se existe uma fungdo h : B — A tal que foh = Ip,
dizemos que h é uma inversa a direita para f. Temos:

Teorema 10. Uma funcdo admite inversa o direita se, e
somente se, € sobrejetiva.

Prova. Suponha que f: A — B admite inversa a direita,
ou seja, que existe h: B — A tal que foh = Ig. Sejam
b€ Bea=h(b). Entao,

fla) = f(h(b)) = (f o h)(b) = Ip(b) = b,

ou seja, todo elemento b € B é da forma b = f(a), com
a € A, o que significa que f é sobrejetiva.

Reciprocamente, se f é sobrejetiva, entao, para cada
b € B, o conjunto U(b) = {a € A | f(a) = b} nao é vazio.
Seja h : B — A uma fungao que escolhe, em cada U (b), um
elemento a = h(b). Evidentemente, se pelo menos um dos
conjuntos U (b) tiver mais de um elemento, entdo a funcao
h nao é unica. No caso em que hd uma infinidade de con-
juntos U(b), a existéncia de h ndo é imediata, e é garantida
por um axioma da Teoria’dos Ceonjuntos, chamado Azioma
da FEscolha.

Fixada uma fungdo h : B — A construida como acima,
vamos determinar f o h. Dado b € B, temos, pela cons-
trucao de h, que

(f o h)(b) = f(h(b)) = f(a),

para um certo a € U(b)..Mas, como a € U(b), temos por
defini¢do que f(a) = b, logo, (f o h)(b) = b. Por fim, como
isso ocorre para todo b € B, concluimos que foh = Ig. O

Exemplo 11. Suponha que f : A — B eg: B — A sao
funcaoes tais que fog = Ig. Mostre que f € sobrejetiva e
g ¢ injetiva.

Solugao. Como fog = Ig, g admite f como inversa a
esquerda, logo, é injetiva, pelo Teorema A igualdade
f og = I também implica que f admite g como inversa
a direita, logo, é sobrejetiva, pelo Teorema [10] O

Dizemos que uma funcao f : A — B é bijetiva se f for
injetiva e sobrejetiva.

Consideremos, agora, uma funcao g : B — A tal que
gof =14e fog = I, ou seja, tal que g é inversa
a esquerda e a direita de f. Nesse caso, dizemos que g
é uma inversa bilateral, ou simplesmente uma inversa

para f.

Teorema 12. Uma funcdao f : A — B € bijetiva se, e so-
mente se, admite uma inversa bilateral. Além disso, nesse
caso a tnversa € unica, dependendo apenas de f.

Prova. Se f : A — B admite inversa bilateral, entdao f
tem uma inversa a direita. Portanto, pelo Teorema[10} f é
sobrejetiva. Também, como f admite inversa a esquerda,
temos, pelo Teorema [8] que f é injetiva. Portanto, sendo
injetiva e sobrejetiva, f é bijetiva.

Reciprocamente, se f é bijetiva, entao os teoremas|[8]e[I0]
garantem a existéncia de funcées g : B —+Aeh: B — A
tais que go f =14 e foh = Ig. Assim, a associatividade
da composicao de funcoes da

g=golp=go(foh)=(gof)oh=Iasoh=h
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Isso mostra que g = h, ou seja, que f admite uma inversa
bilateral.

Suponha, agora, que g1 : B — A e g5 : B — A sao duas
inversas bilaterais para f. Entao,

gr=giolp=gio(fogs)=(q10f)oga=1a092=go.
Isso mostra que hé apenas uma inversa bilateral. O]

Gragas ao teorema anterior, se f : A — B for bijetiva,
denotamos sua inversa por 1.

Observacao 13. Ainda em relagdo ao teorema anterior,
se f: A— B € bijetiva, o “expoente” superior —1 € sim-
plesmente uma notacao, que € utilizada por analogia com
a notacdo =% para o inverso multiplicativo % de um real

ndo nulo x. Em particular, f~! nao significa %

Dicas para o Professor

O material desta aula pode ser coberto em trés encontros
de 50 minutos cada.

Os exemplos [f e [0] sao importantes porque tratam da
iteracao de uma funcao, que é a composi¢ao de uma fungao
com ela mesma um numero finito de vezes.

A discussao no final da secao 1, sobre pontos periddicos,
pode ser explorada mais a fundo com os recursos do
Calculo. Por exemplo, se f : [a,b] — [a,b] é uma funcao
continua, entao existe um ponto fixo de f no intervalo [a, b].
Esse resultado pode ser demonstrado ustilizando-se o Te-
orema do Valor Intermedidrio.

Um resultado bem mais profundo sobre periodos de
funcgoes continuas é conhecido como Teorema de Sarkovsky:.
Pode-se concluir, a partir desse teorema, que, se uma
funcao f, dada como no pardgrafo anterior, tem um ponto
periédico de periodo 3, entao ela tem pontos periddicos
com todos os periodos possiveis.’ Outra consequéncia do
Teorema de Sarkovsky é que se a funcao f possuir apenas
um numero finito de pontos periédicos, entdo todos eles
terao periodos que sao poténcias de 2.

Vocé pode comentar esses fatos com seus alunos, a guisa
de motivagao, principalmente se eles estiverem sendo pre-
parados para um curso de Célculo. Entretanto, a demons-
tragao-do Teorema de Sarkovsky estd além dos objetivos
de um curso introdutoério de Calculo. Uma prova pode ser
encontrada na sugestao de leitura complementar [3].

A sugestao de leitura complementar [1] aborda certas
funcoes especificas, como as fungoes afins, quadréticas e
exponenciais.” J4 sugestao de leitura complementar [2] tem
uma abordagem mais préxima da que adotamos aqui, exi-
bindo propriedades gerais da composi¢ao de fungoes, in-
clusive algumas que nao exibimos aqui.
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