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1 Soélidos semelhantes

Fixado um ponto O do espaco e um numero real k > 0,
uma homotetia de centro O e razao k é uma trans-
formacao que leva um ponto P em um ponto P’ de modo

que N
OP —k-OP.

O numero real k é chamado razao da homotetia. Os pontos
P e P’ sao chamados homdlogos.

Duas figuras (isto é, dois conjuntos de pontos) Fy e F
no espago sao chamadas semelhantes se existe uma ho-
motetia de razdo k que leva a figura F; em uma figura Fy,
congruente a Fy (ou seja, F» pode ser obtida a partir de
F| por um movimento rigido no espago). Neste caso, a
constante k é chamada razao de semelhanca entre as
figuras.

-
-

Figura 1: homotetia entre duas figuras no espago.

Exemplo 1. Duas esferas, de raios r € R, sao semelhantes,
com razio de semelhanca R/r.

Solugao. De fato, chamemos de F,.(O) e Er(0’) as es-
feras de raio r e R, centradas em O e O’, respectiva-
mente. Consideremos uma esfera Er(O), de mesmo raio
que Egr(O’) (e, portanto, congruente a Egr(0’)), mas
concéntrica com FE,.(O), ou seja, E.(O) e Er(O) tém
o mesmo centro O (veja a Figura [2). A esfera Eg(O)
pode ser obtida a partir da esfera Er(0’) fazendo-se uma

—>

translaggo de Er(O’) pelo vetor O'O.
Vista como sélido, uma esfera de centro O raio a pode
ser descrita como o conjunto dos pontos do espago cuja

distancia até O nao supera a, ou seja,

E.(0) = {P| PO < a}.

Figura 2: homotetia entre duas esferas concéntricas.

Se P € E,.(O), entao PO < r. Defina P’ como o tinico
ponto na semirreta OP tal que OP' = k-OP, onde k = %
Da desigualdade OP < r segue que

OP' = —.0P< ~.r=R,

S| =
= | =

e isso implica que P’ pertence a esfera Er(O).

O argumento do paragrafo anterior mostra que existe
uma homotetia entre E,.(O) e Er(0O). Como Egr(O) é
congruente a Er(O"), concluimos que E,.(O) e Er(0’) sao
semelhantes.

A superficie esférica de centro O e raio a é o conjunto

S.(0) = {P| PO = a}.

As duas superficies esféricas S,.(0) e Sgr(0O’) também sdo
semelhantes. Para constatar isso, bastar repetir o argu-
mento acima com igualdades, em vez de desigualdades. [

Exemplo 2. Dois cubos de arestas a < b sao semelhantes,
com razao de semelhan¢a k =b/a.

Solugédo. E possivel construir homotetias entre os cubos
diretamente, como na Figura Outra maneira (veja a Fi-
gura|3)) é considerar, sobre uma aresta AB do cubo maior,
um ponto C tal que AC = a. O cubo com aresta AC é
congruente ao cubo menor, de aresta a.

A c B

Figura 3: homotetia entre dois cubos.
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A homotetia entre o cubo de aresta AC e o cubo de
aresta AB pode ser definida do seguinte modo: para cada
—

ponto P do cubo de aresta AC, considere a semirreta AP.
Nessa semirreta, marque o ponto P’ tal que AP’ = k -
AP, com k = 3. Esse ponto P’ é a imagem de P pela
homotetia. Por outro lado, o ponto P’ é levado no ponto
P pela homotetia de centro A e razio k~! = a/b. Essas
duas homotetias sao inversas uma da outra e isso mostra,
em particular, que cada uma delas é bijetiva, isto é, a cada
ponto P corresponde um tnico ponto P’ e a cada ponto
P’ corresponde um ponto P. O

2 Volumes de solidos semelhantes

Nesta sec¢ao, discutiremos o seguinte resultado fundamen-
tal:

Teorema 3. Se F' e I’ sdo dois sélidos semelhantes, com
razio de semelhanca k, e se 0s volumes de F e F' sao v(F)
e v(F’), respectivamente, entdo a razao entre os volumes
é igual ao cubo da razao de semelhanca. Em simbolos, se
A BeF,A,B' € F' ek= A'B'/AB, entdo

o(F")
v(F)

=K. (1)

Prova. Se ' e F’ sao cubos, com arestas a e a’, entao
v(F) = a® e v(F') = (a’)3. A razdo de semelhancga entre
os dois cubos é k = a’/a. Logo, neste caso,

o(F) _ (a)? _ () 4
o(F) a3  \a)

Para outros sélidos a verificagao de nao é tao sim-
ples. A seguir, daremos uma ideia de como justificar esse
resultado para sélidos mais gerais.

Seja § > 0 um ndmero real positivo. Imaginemos que
o espaco tridimensional foi dividido em cubos justapostos,
todos com aresta §, que formam um reticulado ou ma-
lha. Selecionemos, dentre os cubos dessa malha, aqueles
que tém pelo menos um ponto em comum com o sélido
F. Alguns desses cubos eventualmente podem estar to-
talmente contidos em. F', e outros podem ter apenas uma
parte em comum com o sélido. A quantidade de cubos que
encontram o sélido F em pelo menos um ponto é finita.
Podemeos, entao, enumerar esses cubos: Cy,...,C,. Cada
um-deles tem volume igual a §° e o volume da unidio desses
cubos é n-§3. Podemos, ainda, considerar apenas os cubos
'y, ...,y que estao totalmente contidos no sélido F. A
unido desses cubos tem volume m - §°.

Essas quantidades n e m de cubos que tém contato com
F ou que est@o totalmente contidos em F' dependem de §.
De fato, quanto menor for ¢, tanto maiores serdo n e m.
De acordo com as escolhas que fizemos para esses cubos,
fica claro que

m- 8% <v(F)<n-6. (2)

Vamos admitir também que a fronteira, ou seja, a
“casca” do sélido F' é desprezivel do ponto de wvista do
cdlculo de volumes. De um modo mais preciso, para cada
d > 0, os n—m cubos da malha que tém pontos em comum
com F', mas que nao estao totalmente contidos em F'; sao
exatamente aqueles que cobrem a fronteira de F. Dize-
mos que essa fronteira tem medida nula se a soma dos
volumes dos cubos que cobrem a fronteira puder ficar tdo
pequena quanto se queira. Quantificamos isso da seguinte
forma: dado € > 0, existe § > 0 tal que(n — m)- &3 <e.

Agora, a semelhanca que transforma F'em £’ também
transforma a malha de cubos com aresta ¢ em um malha
de cubos com aresta k-§. Vamos admitir os seguintes fatos:

(1) Se um cubo C da malha tem pelo menos um ponto
em comum com a figura F', entdo'a imagem C’ de C
pela semelhanca tem pelo menos um ponto em comum
com F’. Mais precisamente, se P € CNF, entao P’ €
C'NF’, onde P’ é aimagem de P pela semelhanca.

(2) Se um cubo I' estd totalmente contido em F, entdo
sua imagem I pela semelhanca é um cubo que est4
totalmente contido em F”.

As observagoes acima implicam que
m~ (k6)® < v(F') < n-(k6)>. (3)

Por outro lado, segue de que o volume da fronteira de
F' 6 menor que k?(n—m)&3. Entdo, dado e > 0, escolhendo
6 > 0tal que (n —m) -6 < 5, vemos que

E3(n —m)é® < e. 4)

Isso significa que a fronteira de F’ também tem medida
nula.
Multiplicando as desigualdades por k3, vemos que

k3 (md®) < k° - o(F) < k- (nd3). (5)

Finalmente, vamos comparar e para concluirmos
que v(F') =k - v(F).

Notemos que v(F’) e k*-v(F) estdo ambos em um mesmo
intervalo aberto com extremos mk33® e nk3§3. Podemos
escolher § > 0 suficientemente pequeno de modo que o
comprimento desse intervalo, nk363 —mk363 = k3(n—m)é3
seja tdo pequeno quanto queiramos. Se fosse v(F') # k3 -
v(F), a distancia [v(F’) — k® - v(F)| seria positiva; logo,
poderfamos escolher € = [v(F') — k3 - v(F)|. Mas, como
v(F’) e k*-v(F) pertencem a um intervalo de comprimento
k3 (n —m)d3, terfamos

e=|v(F") =k v(F)| < k3(n—m)s® <e,
o que é uma contradi¢ao. Essa contradi¢ao surge por con-
siderarmos v(F’) e k® - v(F) diferentes. Logo, eles sao
forgosamente iguais. O
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Observacao 4. Um argumento andlogo ao apresentado
acima pode ser usado para mostrar que a razdao entre as
dreas a(F) e a(F') de duas figuras planas semelhantes F
e F' € igual ao quadrado da razdo de semelhanca, ou seja,

= k% (6)

Em particular, se dois poliedros sao semelhantes, na razao
k, entao € imediato que duas faces homdlogas dos mesmos
também sdao semelhantes, na mesma razao k. Assim, a
razdo entre as dreas dessas faces homdlogas € iqual a k2.

3 Volume do tronco de piramide

Seja o um plano paralelo ao plano da base de uma piramide
P. A parte da piramide P que est4 situada entre o plano da
base e o plano « é chamada tronco de pirdmide (veja a
Figura. A distancia entre « e o plano da base é a altura
do tronco; por outro lado, a base da piramide, juntamente
com o poligono de intersecao da piramide com «, sao as
bases do tronco de piramide.

Nesta segao explicaremos como calcular o volume de um
tronco de piramide, uma vez conhecidos sua altura e as
dreas de suas bases. Para tanto (veja novamente a Figura
4)), consideremos um tronco de piramide de altura h e bases
com areas b e B. Suponhamos que este tronco foi‘obtido a
partir de uma piramide de base B e altura ho = h + h;.

Figura 4: um tronco de piramide.

O volume do tronco, Vp é igual a diferenca entre os
volumes de duas piramides semelhantes: Vp = V5 — V7,

onde V5 = % -hoBeV) = % - h1b. Assim,

Ve = Vo= Vi= 3 (1B~ inb)
- % - ((hy + h)B — hyb) (7)
zé.m3+w7mmy

De acordo com a Observagao [4] as bases do tronco sao
poligonos semelhantes, de razao de semelhanga igual a
razao de semelhanca k = Z—? entre as piramides. Também,
a razdo entre as dreas B e b das bases ¢ igual a k2, de sorte
que

B <h2)2 VB '\ hi+h
—=k==)=> == =
hl \/l; hl
Vb hi  hi Vb
_i.h
VB—Vb

Substituindo essa relagio na tltima expressdo em (7)),

obtemos
vb h> |

= h

VB—b

Podemos simplificar a ultima expressao acima notando que

ﬁ = /B + V/b. Dessa forma, obtemos

VT:;-<hB—|—(B—b)

Ve =2 (B+ (VB +VH)VE)
:%-(B+¢B7>+b).

Exemplo 5. Num tronco de piramide triangular regular,
a aresta da base maior mede ¢ e a aresta da base menor
mede m. A aresta lateral mede n. Calcule o volume desse
tronco.

(8)

Solucgao. As bases do tronco sao triangulos equildteros
. 2/ 2/
com &areas B = %ﬁ eb= m4ﬁ.

podemos calcular B + v/ Bb + b:

22v/3 m2vV3  ImV3
@:\/ 4 T4 T 4

e, portanto,

Na expressao @) ja

LN 2
B+VBb+b = ;/§+ mv3 | mV3

4 4
N i (9)
:T.(e +tm+m?).

Para calcularmos o volume do tronco, resta encontrar
sua altura h. Para tanto, examinemos a Figura que
mostra o tronco de piramide, juntamente com a projecao
ortogonal da base menor do tronco sobre a base maior.
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Figura 5: a altura do tronco é h = v/n2 — x2.

Observe que h aparece como um dos catetos do triangulo
retangulo cinza, cuja hipotenusa tem medida n. Deno-
tando por x o outro cateto, podemos calcular A em termos
de n e x com o auxilio do Teorema de Pitagoras:

h =+/n?— 22, (10)

Resta, entao, encontrarmos x como funcao dos dados
£, m e n. Para tanto (Figura @, note que a projecao
ortogonal da base menor sobre a base maior é um triangulo
equilatero de lados de medida m, paralelos aos lados da
base maior. Ademais, uma vez que a piramide é regular, o
centro da projegao coincide com o centro da base maior.

Figura 6: a projegao da base menor sobre a base maior do
tronco.

Entao, nas notagoes da Figura[f] temos que 2z = ¢ —m,
ou seja, z = eme A diferenga entre as alturas dos dois

triangulos é igual a x + vy, isto é,
W3 mVv3 B

5 T g Tt

Portanto,

V3

y:7(£—m)—x.

Agora, o Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo em
destaque na Figura @ fornece 22 = y2 + 22, logo,

2 = (?((—m)—x>2+ <€_2m>2.

A igualdade acima pode ser simplificada para
V3(l —m)z = ( =m)?

e, finalmente,
{—m

V3

Por fim, substituindo essa uiltima relacao em , che-
gamos a

Tr =

P a

Entao, segue de , (ED e que o volume do tronco de
piramide ¢é calculado, em fun¢ao das medidas dadas, por:

)2
VT:E a2 E=m) V3.

h = n2_

(52 + Im + m2)

3 3 4
1 2 2
:E-\/3n2—(£—m)2-(€ +fm +m*).

Dicas para o Professor

A presente aula pode ser coberta em trés ou quatro en-
contros de 50 minutos.

Mais uma vez usamos o Principio da Exaustao para de-
monstrar uma proposicdo envolvendo volumes (Teorema
. Num primeiro momento, dependendo da maturidade
da sua turma, vocé pode evitar os detalhes técnicos da
Secao 2, restringindo o argumento a parte mais intuitiva,
de que “pequenos cubinhos” podem fornecer boas apro-
ximagoes para o volume de um sélido. Num segundo mo-
mento, vocé pode avaliar com seus alunos qual é a di-
ferenca entre existir uma boa aprorimacdo e existir uma
aprozimagdo tao boa quanto se queira. Outro aspecto im-
portante é a exigéncia de que a fronteira do sélido tenha
medida nula, muito embora uma apreciacao adequada da
relevancia desse fato ao célculo de volumes fuja ao escopo
destas notas. Vocé pode, ainda, explorar o caso bidimensi-
onal, em que a razao entre as dreas de figuras semelhantes
é igual ao quadrado da razao de semelhanca, conforme ex-
posto na Observagao

O calculo do volume do tronco de pirdamide, assim
como a solugdo do Exemplo [5| envolve algumas técnicas
algébricas simples e pode ser usado também como ilus-
tracao de aplicagao dessas técnicas.

Vocé pode também consultar as sugestoes de leitura
complementar [1] e [2], para ver mais exemplos relacio-
nados ao material discutido aqui.
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Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha, Geometria, Rio de Janeiro, Editora S.B.M.,
2014.

2. O. Dolce, J.N. Pompeo, Fundamentos de Matemdatica Ele-
mentar, vol. 10, quarta edigdo, Sdo Paulo, Ed. Atual,
1985.

http://matematica.obmep.org.br/ 5 matematica@obmep.org.br



	Sólidos semelhantes
	Volumes de sólidos semelhantes
	Volume do tronco de pirâmide

