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1 Calculo de probabilidades

Damos continuidade ao estudo de probabilidades resol-
vendo mais exercicios. Lembre-se de que, nas aulas sobre
contagem, usamos a notacdo Cj,, para o nimero de ma-
neiras de escolher r objetos distintos de um conjunto com
n objetos. Assim, temos que

Exemplo 1. Imagine um campo de futebol com 23 pessoas,
dotis times de 11 jogadores cada, mais um juiz. Qual €
a probabilidade de que pelo menos duas dessas 23 pessoas
aniversariem num mesmo dia do ano? (Assuma que o ano
ndo € bissexto, ou seja, tem 365 dias.)

Solugdo. E mais simples calcular primeiro a probabili-
dade de que quaisquer duas pessoas tenham aniversarios
em dias diferentes. A primeira pessoa pode ter nascido em
qualquer data, a segunda deverd nascer num dia diferente
da primeira, a terceira num dia diferente das duas anteri-
ores e assim por diante. Obtemos, entdo, a probabilidade

365 365—1 365—2 365 — 22
365 365 365 365
ou seja,
365 364 363 343 365!

365 365 365 365  342!- 36523

Assim, a probabilidade requisitada no enunciado ¢é a pro-
babilidade do evento acima nao acontecer, ou seja, é igual

a
365!

3421.36523°

Sem acesso a um computador ou calculadora iriamos pa-
rar por aqui, ja que os calculos acima sao -bem complicados
de se fazer manualmente. Porém, com auxilio de uma pla-
nilha eletrénica é possivel calcular o valor acima e ver que
ele é aproximadamente 50,7%. O

Observacao 2. Ainda em relacio ao exemplo acima, € pos-
stvel mostrar que 23 é o menor numero de pessoas para o
qual a chance de duas fazerem aniversdrio no mesmo dia
seja maior do que 50%.

Além disso, € possivel calcular que se o grupo tivesse
(apenas) 50 pessoas, no-lugar de 23, haveria cerca de 97%
de chance de duas delas aniversariarem mno mesmo dia.
Isso € bastante impressionante, uma vez que, ingenua-
mente, poderiamos achar que, ao escolher apenas 50 datas
num universo de 365, teriamos boas chances de todas se-
rem diferentes. Mas ao contrdario do que se pensa, apesar
de ndo haver garantias de que duas pessoas fardo aniver-
sdrio no mesmo dia, ¢ muito provdvel que isso aconteca.

Exemplo 3 (UFF). Um certo provedor de Internet oferece a
seus usudrios 15 (quinze) salas de bate-papo. Trés usudrios

decidiram acessar as salas, tendo cada um escolhido, (uni-
formemente e) independentemente, uma sala. Assinale a
opedo que expressa a probabilidade de os trés usudrios te-
rem escolhido a mesma sala.
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Solucgao. Para facilitar a descricao do raciocinio, vamos
supor que os usudrios escolhem suas salas um apds o outro
(sem, é claro, nenhum-deles ter ciéncia da escolha feita pe-
los demais). Isso ndo altera a probabilidade que desejamos
calcular.

O primeiro usuario pode escolher qualquer uma das sa-
las. Contudo, para que todos fiquem na mesma sala, o
segundo e o terceiro devem escolher a mesma sala do pri-
meiro. Para cada um deles, isso acontece com probabi-

lidade 1/15 e, como os dois eventos sdo independentes, a

probabilidade desejada é ( 1—15)2 = # Assim, a alternativa

correta é|(a)l O

(c)

Observacao 4. Muitos alunos erram o exercicio anterior
pensando que, como temos trés usudrios e a probabilidade
seria 1/15 para cada um deles, o resultado deveria ser
(1/15)3.  Este raciocinio pode ser consertado se notar-
mos que, nele, cada usudrio escolhew uma sala especifica (a
mesma sala para todos); porém, ainda teriamos que mul-
tiplicar a probabilidade resultante por 15, uma vez que hd
15 possibilidades para a sala escolhida.

Exemplo 5. Na Lotomania, o apostador escolhe 50 nime-
ros, dentre 100 nimeros possiveis. O sorteio consiste em
selecionar 20 dos 100 nimeros, sem repeticéo. Hd um pré-
mio maior, para quem acertar os 20 nimeros (isto é, todos
0s 20 numeros sorteados estdo entre os 50 escolhidos pelo
apostador), e hd um prémio menor, para quem ndo acer-
tar nenhum dos 20 nidmeros (isto é, todos os 20 nimeros
sorteados ndo estao dentre os 50 escolhidos). Calcule a
probabilidade de uma aposta ganhar:

(a) o prémio maior.
(b) o prémio menor.

Solucao errada. Ao resolver este problema, uma ideia
comum, mas errada, é a seguinte: pensar que o espago
amostral consiste de cada uma das Cjgp 50 possibilidades de
se escolher 50 niimeros dentre os 100, enquanto que os casos
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favoraveis sao conjuntos de 20 ntiimeros escolhidos, dentre
os 50 sorteados. Argumentando dessa forma, obteriamos a
probabilidade:

Cs0,20

C100,50

Conceitualmente, essa solugao esta errada por varios mo-
tivos. Primeiramente, o conjunto de casos favoraveis de-
veria ser um subconjunto do espacgo amostral. Contudo,
na escolha acima, cada caso favoravel é um conjunto de 20
elementos, ao passo que cada elemento do espago amostral
é um conjunto de 50 elementos. Assim, os casos favoraveis
nao sao elementos do espago amostral (como deveriam ser)
mas sim elementos (de alguns) dos elementos do espagco
amostral.

Em segundo lugar, no denominador do quociente acima,
estamos pensando na quantidade de apostas e no numera-
dor na quantidade de sorteios e a razao entre essas nao é
relevante. Nas solugdes abaixo, teremos que escolher entre
resolver o problema pensando exclusivamente nas apostas
ou nos sorteios. O

Solucao 1 (pensando nas apostas). (a) Considere que
o espaco amostral consiste das Cigg 50 possiveis apostas.
Agora, suponha que foi realizado o sorteio de 20 nimeros.
O que queremos saber ¢ quantas dessas Cigg 50 apostas
contém todos os 20 numeros sorteados. De outra forma,
queremos saber de quantas maneiras podemos montar um
conjunto de 50 nimeros que contenha todos os 20 nimeros
sorteados. Para isso, além dos dos 20 ntimeros sorteados
basta escolher os outros 30 ntimeros, dentre os 80 nao sor-
teados, o que pode ser feito de Cgg 30 maneiras.

Veja que essa quantidade ndo depende de quais foram
exatamente os 20 ntimeros sorteados, de modo que ela re-
presentara o ntimero de casos favoraveis para quaisquer que
sejam esses 20 niimeros. Assim, a probabilidade de ganhar
o prémio maior é:

Cso,30 % ~ 80! 50!50! "~ 80!50!
Cios0 %%~ 30150! 100! | 100!30!

_50-49-48-...-31
©100-99-98 .- - 81"

Com o auxilio de uma calculadora, vemos que esse valor é
aproximadamente 1/11 372 635.

(b) Agora, queremos contar quantas sao as apostas que nao
contém nenhum dos 20 nimeros sorteados. Tais apostas
sdo aquelas em que todos os 50 niimeros foram escolhidos
dentre os 80 nao sorteados, ou seja, temos Cgg 5o dessas
apostas. Com isso, a probabilidade de se ganhar o prémio
menor é:

Cros0

Cro0,50

E interessante observar que, como 30 + 50 = 80, temos
Cs0,50 = Cs0,30, de modo que a probabilidade acima, para

nossa surpresa, ¢ exatamente a mesma que calculamos no
item (a). Isso demonstra que o valor do prémio menor
deveria, na verdade, deveria ser o igual ao do prémio maior
(mas nao é, por motivos de “propaganda”). O

Solucao 2 (pensando no sorteio). (a) Considere que
foi escolhido certo jogo com 50 niimeros e pense no espaco
amostral como o conjunto de todos os possiveis sorteios, ou
seja, um total de C'igg,20 possibilidades. Dessas possibilida-
des, queremos contar quantas sdo tais que todos 0s 20 ni-
meros foram sorteados dentre os 50 da aposta. Posto dessa
forma, vemos imediatamente que hé exatamente Csg 20 car
sos favordveis. Temos, entao, a probabilidade:

Cso20 _ 5o 50! 20180L  80!50!
Croo20 %% 201300 100! 100!30!"

assim como haviamos calculado na solucao anterior.

(b) Neste caso, queremos que todos os 20 nimeros sorte-
ados sejam escolhidos dentre os nimeros que nao fazem
parte dos selecionados pelo apostador. Como o total de
numeros ¢ 100, tendo sido escolhidos 50 niimeros, sobram
outros 50. Assim, o nimero de casos favoraveis é igual a

C'50,20, exatamente como na segunda solugdo do item (a).

Cs0,20
C100,20

mos. ]

Assim; a probabilidade também é , como ja sabia-

Exemplo 6. No circuito elétrico da figura abaizo, em que
existe tensao entre os pontos A e B, calcule a probabilidade
de passar corrente entre A e B sabendo que a probabili-
dade de cada chave estar aberta é 1/2 e que o fato de cada
chave estar aberta ou fechada € independente de qualquer
conjunto de outras chaves.

A X

' - %

Solugao. Lembre-se de que, se R e S sdo dois eventos, en-
tao a probabilidade para que pelo menos um deles aconteca
é calculada pela férmula:

P(RUS) =P(R)+P(S) —P(RNS). (1)

Lembre-se também de que, quando R e S sdo eventos in-
dependentes, temos P(RN .S) = P(R) - P(S); portanto,

P(RUS) = P(R) + P(5) — P(R) - P(S). (2)

Agora, vamos chamar de R o evento de existir um cami-
nho fechado entre A e B indo pela bifurcagao de cima (isto
é, passando pelo pontos X, Y e chegando a B) e de S o
evento de existir um caminho fechado indo pela bifurcagao
de baixo.

Para calcular a probabilidade de R, comecamos calcu-
lando a probabilidade de passar corrente de X até Y.
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Como temos novamente uma bifurcacdo, para haver cor-
rente deve haver corrente no subcaminho de cima ou no de
baixo. Cada um deles possui apenas uma chave, que esta
ligada com probabilidade 1/2. Assim, a probabilidade de
que uma ou outra esteja ligada é:
1 n 1 11 1 1 3
2 2 2 2 44
Continuando no caminho principal de cima, a probabili-
dade de passar corrente de Y a B é 1/2. Logo, a probabi-
lidade de passar corrente por cima é:
3 1 3
R)=-.--=-.
P(R) 4 2 8
Por outro lado, a probabilidade de S é bem mais simples:
hé duas chaves e ambas precisam estar ligadas, logo,

Por fim, aplicando a equacéo , temos que a probabi-
lidade de passar corrente de A até B é:

3 1 3 1
P(RUS):g'i‘Z_gZ

12 8 3 17

BETREETIET R TS F

Observacdo 7. E importante redobrar a ateng¢do para o
fato de que a equagdo s0 funciona com eventos inde-
pendentes (apesar de que funciona sempre).

Ainda neste caso particular (R e S independentes), hd
outra maneira de calcular P(RUS): considerando o evento

complementar (RU S)D, temos que
IP’(RUS)ZI—IP’((RUS)C). 3)

Por outro lado, (RUS)C = R0NSC ¢, como R e S sio
independentes, temos que RC ¢ SC também sdo indepen-
dentes. Logo,
B((RUS)®) = P(REN ST
= P(R®) p(S°)
= (1~ P(R)) (1= P(9)).
Substituindo a féormula acima na equagio (3)), teriamos:
P(RUS)=1-(1-P(R))(1-P(S5)). (4)
Com isso, poderiamos usar , ao invés de (tente fazer
issol).

O préximo exemplo traz o chamado “Problema de Monty
Hall”, que é um exemplo “classico” e bastante conhecido
nos circulos das olimpiadas de Matematica. Ele é inspirado
em um programa televisivo dos Estados Unidos chamado

“Let’s Make a Deal”, exibido na década de 1970 e apresen-
tado pelo Monty Hall. Adaptagdes também foram exibidas
no Brasil por varios apresentadores desde a década de 80,
por exemplo, a “Porta dos Desesperados” do programa do
apresentador Sérgio Malandro.

Exemplo 8. Em certo programa de auditério hd trés portas
fechadas. Atrds de uma das portas hd um carro e atrds de
cada uma das outras duas hd uwm bode, mas nao é possivel
ver em qual até abrir as portas. Vocé participa do jogo
e seu objetivo € ganhar o carro (mesmo ndo tendo nada
contra bodes).

Inicialmente, vocé escolhe uma porta.. Em sequida, o
apresentador (que sabe onde o carro e os bodes estao) abre
uma porta diferente da que wvocé escolheu e (proposital-
mente) mostra que hd um bode. Restaram, portanto, duas
portas fechadas. O apresentador pergunta se vocé quer con-
tinuar com a porta escolhida inicialmente ou prefere passar
para a outra porta, ainda fechada. Qual a probabilidade de
ganhar o carro em cada caso?

Figura 1: as trés portas do programa de Monty Hall, apds
uma deles ter sido aberta. Fonte: dominio publico.

Solugdo. A primeira vista, pode parecer que restam duas
portas e, por isso, a probabilidade de estar com a porta
correta é 1/2; sendo assim, trocando ou nao de porta o
participante teria a mesma chance de ganhar.

Porém, é importante observar que, nesse problema, a es-
colha do apresentador nao é aleatéria. Ele abre uma porta
onde sabe que o carro nao estd. Agora, vamos analisar as
duas estratégias.

Estratégia em que vocé fica com a porta que escolheu
inicialmente. A tnica forma de ganhar é o carro é se ele
estava atras de sua porta desde o inicio do jogo. Como no
inicio havia trés portas e apenas uma delas com um carro
atrds, essa probabilidade é igual a 1/3. Veja que, indepen-
dentemente de qual porta vocé escolheu, o apresentador
(que sabe onde estdo os bodes) sempre podera abrir uma
porta atras da qual hda um bode. Assim, isso nao altera
sua probabilidade inicial.

Estratégia em que vocé troca de porta. Neste caso, a
probabilidade é o complementar da estratégia anterior. De
fato, se no inicio do jogo vocé havia escolhido a porta onde
estd o carro, entdo, ao trocar de porta, vocé perderia o
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carro (com probabilidade 1/3). Por outro lado, se no inicio
do jogo vocé havia escolhido qualquer uma das duas portas
com o bode, entdo, como o apresentador mostra qual a
outra porta com o bode, ao trocar de porta vocé ganhara
o carro. E isso acontece com probabilidade 2/3. O

Exemplo 9. Em uma época distante, um condenado foi
levado perante seu rei, que fez com ele um trato. O rei
colocou a frente do condenado 50 bolas brancas e 50 bo-
las pretas, e pediu que o condenado distribuisse essas bolas
em duas cairas, com a unica condi¢do de que nenhuma das
duas cairas ficasse vazia. Depois disso, o condenado teve
seus olhos vendados e as caizas foram embaralhadas. O
condenado, entdo, escolheu uma das caizas (ao acaso) e
sorteou uma bola da caiza escolhida. Se a bola sorteado
fosse branca, o condenado seria perdoado; caso contrdrio,
ele teria de cumprir sua pena. Como o condenado de-
via distribuir as bolas nas caixas para que tivesse a maior
chance possivel de ser libertado?

Solugao. Como ha 100 bolas, pelo menos uma das duas
caixas terd no maximo 50 bolas. Seja z o nimero de bolas
em tal caixa, de modo que 1 < z < 50, e seja x o niimero de
bolas brancas na mesma caixa. Dessa forma, a outra caixa
possui 50 — z bolas brancas, de um total de 100 — 2z bolas.
Com essas distribuigoes, a probabilidade do condenado ser
libertado é:

1 2 1 50—z

2z 2 T00—2
Simplificando, temos:
1 (x(lOO —z)+ 2(50 — x))

2 2(100 — 2)

ou, ainda,
(50 — 2z)x + 252 5)
2(100 — 2) (
Queremos saber para que valores de z e 2z a expressao
acima é maxima, lembrando que 0 < z < z'e 1 < z < 50.
Fixado um valor para z, como 50 — z, z e 100 — z sdo
positivos, é desejavel escolher x maior possivel, ou seja,
x = z (isso mostra que em uma das caixas devemos colocar
apenas bolas brancas). Fazendo a substituicio x = z em
(), obtemos

(50— 2)z 425z 75z~ 2* 75—z
2(100 — 2)

T 2(100—2)  100— 2

Agora, queremos encontrar o valor de z, com 1 < z <
50, que maximize 17()50122. Testando sucessivamente z =
1,2,3..., obtemos as probabilidades:

74 73 25
99~ 98~ 750"
Assim, a maior probabilidade de soltura é obtida quanto
z = 1, de forma que o condenado deveria colocar uma
Unica bola branca em uma das caixas e todas as demais
na outra. Conforme discutimos acima, nessa distribuicao
74

a probabilidade do condenado ser libertado é gg. O

2 Erros comuns em probabilidade

Seguindo a mesma ideia da aula “Professor, onde foi que
eu errei” do médulo “Aplicaces das Técnicas Desenvolvi-
das” (sobre contagem), nesta se¢do exibiremos alguns erros
comuns na resolucao de problemas sobre probabilidade.

Exemplo 10. Um dado honesto possui quatro de suas faces
de valor igual a 1, uma face de valor 2 e uma de valor 3.
Qual a probabilidade de se obter o valor 1 .ao jogar o dado?

Observagao. “Honesto” para um dado quer dizer que
qualquer uma de suas faces pode ser obtida com igual pro-
babilidade quando ele é jogado. O

Solucao errada. Ao jogar o dado, obtemos 1, 2 ou 3.
Como ha trés possiveis valores, a probabilidade de se obter
o valor 1 é igual a 1/3. O

Anailise e solugao correta. A solugdo acima estd clara-
mente errada. Ja que a face de valor 1 aparece mais vezes,
é natural que ela tenha uma probabilidade maior do que
as demais de ser obtida. De fato, o dado possui 6 faces
e o valor 1 pode ser obtido em quatro delas. Entao, a
probabilidade de obter valor 1 é igual a 4/6, ou seja, 2/3.

H& duas maneiras de formalizar a solugao acima usando
espacos de probabilidade.

Numa primeira abordagem, podemos, por um momento,
ignorar os valores escritos nas faces e nomed-las como
fi,-.., fs- Temos o espaco amostral Q@ = {f1,..., fe} e,
por termos um dado honesto, cada face tem a mesma pro-
babilidade de ser obtida, ou seja, a probabilidade p; de
obtermos a face f; é p; = 1/6, para todo i € {1,...,6}.
Agora, a cada face iremos atribuir um valor. Digamos
que as faces fi,..., f4 possuem valor 1, a face f5 possui
valor 2 e a face fg possui valor 3. Entdo, o evento de
se obter valor 1 corresponde ao conjunto {f1,...,f4}, e
a probabilidade de obter um elemento deste conjunto é
p1+...+p4=4-%:§.

A segunda maneira de formalizar a solu¢ao é considerar
o espago amostral como o conjunto de possiveis valores
Q" = {1,2,3} e chamar de ¢; a probabilidade de se obter
o valor i, para i € {1,2,3}. Como vimos, neste caso nao
vale que g1 = ¢2 = ¢3 (e dizemos que o espago amostral
ndo é equiprovdvel). De fato, vale que g2 = g3, pois os
valores 2 e 3 aparecem exatamente uma vez no dado, mas
q1 = 4qo, pois o valor 1 aparece quatro vezes. Como ¢; +
q2 + g3 = 1, substituindo g; e g3 por %4+, obtemos ¢q; = 4/6
e g2 = g3 = 1/6. Veja que ¢ é a resposta desejada para o
problema. O

Exemplo 11. Jogamos dois dados honestos, cada um com
faces numeradas de 1 a 6. Qual a probabilidade de obter-
mos soma 3¢

Solucgao errada 1. Veja que a menor soma possivel dos
dados é 2 e a maijor é 12. Sendo assim, ha 11 possiveis
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somas. Logo, a probabilidade de obter soma 3 é uma dentre
onze, ou seja, igual a 1/11. O

Analise do erro 1. Assim como no exemplo anterior, a
solugdo acima assume um espago amostral com 11 elemen-
tos (um elemento para cada soma possivel) onde cada ele-
mento poderia ser obtido com igual probabilidade (espago
equiprovdvel). Contudo, algumas das somas sdo mais pro-
vaveis de serem obtidas do que outras. Por exemplo, para
que a soma seja 2 é preciso que os numeros em ambos os
dados sejam iguais a 1; mas, para a soma ser 7, ha varias
possibilidades, uma vez que 1 +6 =2+5=3+4 =T.
Assim, a probabilidade de cada soma nao é constante e
igual a 1/11. O

Solugao correta. Vamos anotar os valores obtidos nos
dados como pares ordenados (a,b). H4 6 possiveis valores
para a e 6 possiveis valores para b, logo, ha 36 possiveis
resultados para o langamento:

(L1 (1,2) (1,3) (1,4 (1,5 (1,6)
(2, 1) (2, 2) (2,3) (2,4) (2,5 (2,6)
31 3,2 (33 (34 5 (36
4,1) 4,2) (43 (4,4 (4,5 (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4 (5,5 (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5 (6,6)

Veja que cada uma dessas possibilidades possui a mesma
chance de ser obtida. Dentre elas, ha duas em que a soma
dos valores é igual a 3, a saber, (1,2) e (2,1). Logo, a
probabilidade de a soma ser 3 é 2/36. O

Solucgao errada 2. Vejamos mais uma solucao errada
bastante comum. Como os dois dados sao idénticos, é co-
mum interpretar que, ao visualizar o resultado dos dados,
néao conseguimos atribuir uma ordem aos nimeros. Assim,
considera-se que o espago amostral contém os seguintes
elementos:

(1,1)

{2,1} (2,2
{3,1} {3,2}
{4, 1} {4, 2}
{5,1} {5,2} {53} {54} (55
{6,1y {6,2} ~{6,3} {6,4} {6, 5}

Acima, temos uma lista composta por 21 possiveis resulta-
dos para os dois dados. Dentre elas, ha Cg 2 = 15 maneiras
de escolher valores diferentes para os dados e 6 maneiras
de escolher valores iguais; também, ha apenas uma pos-
sibilidade em que a soma dos valores ¢é igual a 3 (a qual
corresponde ao conjunto {2,1}). Portanto, conclui-se (er-
roneamente) que a probabilidade desejada é 1/21. O

(3, 3)
{4,3} (4, 4)

(6, 6)

Anadlise do erro 2. Assim como na anélise da primeira
solucdo errada, o que acontece na solucdo acima é que o
espacgo de probabilidades considerado nao é equiprovavel,
ou seja, nao é verdade que todas as possibilidades acima
tém a mesma probabilidade. De fato, ainda que os dois

dados sejam indistinguiveis, eles sdo dois dados indepen-
dentes. Assim, o resultado (1,1) s6 pode ser obtido de
uma dnica forma (o nimero 1 deve ser obtido em ambos
os dados), enquanto o resultado {1,2} pode ser obtido de
duas formas (o nimero 1 no primeiro dado e o nimero 2
no segundo, ou vice-versa). Por isso, a solugdo de resposta
1/21 esta errada.

Para fazer uso do espaco amostral com 21 possibilida-
des, deveriamos considerar uma probabilidade x para cada
resultado em que os valores dos dados sao diferentes e ou-
tra probabilidade y para cada resultado em que os valores
sdo iguais. Entdo, deveriamos ter 15z + 6y = 1 e z = 2y.
Resolvendo esse sistema, temos que y =1/36 e x = 2/36.
Assim, a probabilidade de que o resultado dos dados seja
{1,2} é igual a 2/36. O

Observagao. Nao haveria qualquer diferenca se, no lu-
gar de lancar dois dados idénticos simultaneamente, o pro-
blema pedisse para lancar um tnico dado duas vezes se-
guidas. O

Exemplo 12. Trés dados iguais, honestos e com seis faces
numeradas de’l a 6, sdo lancados simultaneamente. Cal-
cule a probabilidade de a soma dos resultados de dois dados
quaisquer ser igual ao resultado do terceiro dado.

Anélise geral. Ao contrario de todos os exemplos ante-
riores, apresentamos aqui apenas a solucgao correta, ja que
este é um problema mais complexo. Mas veja que pode sur-
gir, novamente, o mesmo tipo de davida sobre qual espago
amostral deve ser adotado. Em verdade, ha mais de uma
possibilidade para a escolha do espaco amostral, e o im-
portante é entender que algumas dessas escolhas implicam
em espagos nao equiprovaveis. Frisamos ainda que, por si
86, a escolha de um espago amostral ndao equiprovavel nao
implica que a resposta estard errada; implica apenas que
o calculo da probabilidade nao podera ser feito apenas di-
vidindo a quantidade de casos favoraveis pelo ntimero de
elementos no espaco amostral. O

Solucao correta. A fim de obter um espaco equiprovavel,
vamos considerar o espago amostral como o conjunto de
todas as 6% triplas ordenadas, (a,b,c), onde a é o valor
obtido no primeiro dado, b é valor do segundo e ¢ é o valor
do terceiro.

Para esse espaco, basta contar de quantas formas um dos
nimeros pode ser igual & soma dos outros dois e dividir o
valor obtido por 63. Veja que hé 3 possibilidades:

a+b=c, a+c="b, b+c=a. (6)
Essas possibilidades sdo mutualmente excludentes (por
exemplo, se vale que a + b = ¢, entdo ¢ > b e ndo pode
acontecer que a + ¢ = b, pois os niimeros sao estritamente
positivos). Ademais, por simetria, o nimero de casos em
que cada equagado é satisfeita é o mesmo. Assim, basta
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contar de quantas formas pode acontecer que a +b = c e
multiplicar o resultado por 3.

Consideramos os possiveis valores de ¢, variando-o de 1
até 6. Nao é possivel que c seja igual a 1, pois a e b tam-
bém valem pelo menos 1. Quando ¢ = 2, hd apenas uma
possibilidade: (a,b) = (1,1), ou seja, 1 + 1 = 2. Quando
¢ = 3, hd duas possibilidades para (a,b), que correspon-
demal+2=3e2+1=3. Quando c = 4, temos trés
possibilidades: 1+3=4,2+2=4e 3+ 1=4. De forma
semelhante, quando ¢ = 5 temos quatro possibilidade e
quando ¢ = 6 temos cinco possibilidades.

Ao todo, o nimero de possibilidades para (a,b,c), ja
considerando os trés casos de @ é:

3(1+2+3+4+5)=45.

Assim, a probabilidade desejada é g—g = %. O

Dicas para o Professor

Este médulo complementa os médulos anteriores sobre
contagem e probabilidade. Sugerimos que o contetuido deste
material seja abordado em dois encontros de 50 minutos.

Duvidas como as que sao citadas aqui sdo muito comuns
entre os alunos. Como orientacdo geral, caso um aluno
resolva um problema e encontre um valor numérico dife-
rente do gabarito oficial, é importante ndo apenas acei-
tar que o nimero obtido estd errado mas também tentar
entender qual o erro no raciocinio que levou ao valor er-
rado. S6 assim podemos evitar que ele cometa novamente
o mesmo erro. Veja também que, quase sempre, problemas
de contagem e probabilidade possuem mais de uma solu-
¢do. Caso haja duvidas sobre o raciocinio de uma solucao,
é interessante buscar uma maneira alternativa de resolver
o problema, a fim de conferir o valor numérico obtido.

A leitura complementar a seguirtraz um bom curso in-
trodutorio de probabilidade.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. P. C. P. Carvalho, A. C. de O. Morgado, P. Fernandez
e J. B. Pitombeira. Andlise Combinatdria e Probabi-
lidade. SBM, Rio de Janeiro, 2000.
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