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Discutiremos mais alguns exemplos relacionados ao método
de diferenciagao implicita.

1 Exemplos

Exemplo 1. Determine a derivada da funcao y = y(x), defi-
nida implicitamente por

Yy —aseny =z,
em que a € uma constante nao nula[l]
Solugao. Diferenciando implicitamente a relacdo do enunci-
ado, obtemos
y' —acos(y) -y =1,

de onde segue imediatamente que

, 1
Y =1 "acost
—acosy

Exemplo 2. A cisséide de Diocled’] € a curva
C= {(zy) eR* 22— 2) =27},

Encontre as equagdes para as retas tangente e normal a C no
ponto(1,1).

Solugdo. Admitindo que a equacdo de C define, num in-
tervalo-centrado em = = 1, a ordenada y como funcao da
abscissa x, tomamos a derivada com respeito a x em ambos
os membros da igualdade y*(2 — x) = 23, obtendo

20y (2 — z) — y? = 322

LA relacdo do enunciado associa-se & chamada equacdo de Kepler,
estudada em Astrodindamica. Vide [1].

2Veja https://en.wikipedia.org/wiki/Cissoid_of_Diocles| para
um esbogo.

http://matematica.obmep.org.br/ P.1
matematica@obmep.org.br


https://en.wikipedia.org/wiki/Cissoid_of_Diocles

Operando as substitui¢des x = 1,y = 1 na relagao anterior,
vem que y'(1) = 2. Dai, as inclinagoes das retas tangente ¢ e
normal n a cisséide de Diocles no ponto (1,1) sdo iguais a 2
e —1/2, respectivamente. Logo, as equagbes dessas retas sao

1
y—1=2(xz—-1) e y71:f§~(x71),
ouseja,t:2xr—y—1=0en:z+2y—3=0. O
Exemplo 3. Mostre que a soma dos interceptos e y de

qualquer reta tangente d curva /T + \/y = /c € igual a c.

Solugao. Diferenciando implicitamente a relagao dada, en-
contramos
1 y
— 4+ 2 =
2vx 2y

0 que permite escrever a férmula

0,

Y (@) == %

Portanto, sendo ¢ a reta tangente ao grafico da funcdo y = y(z)
no ponto (a,b), com a,b > 0, vale

py—b:—szx—@.

Logo, se (u,0) e (0,v) forem os pontos de intersecdo da
tangente ¢ com os eixos coordenados, teremos

—b_—VE-W—a)ev—b_— §~F®~

Resolvendo as equagbes acima para u e v, obtemos
u=a+Vab e v=>b+Vab,
de sorte que
u+v=a+2Vab+b
=(a+vb)?=c
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Exemplo 4. Em quais pontos da curva
P ay+yt—20—-2y=1 (1)
a reta tangente € paralela ao eixo das abscissas?

Solugdo. Como antes, o cdlculo de y' consiste em diferenciar
implicitamente a relagdo dada, o que fornece a igualdade

2x +y+ay +2yy —2 -2y =0,

ou seja,
2z +y—2)+ (z+2y—2)y =0. (2)

Se (z,y) for um ponto do grafico da equacao no ‘qual
y'(x) = 0, a relagdo anterior implica 2z +y — 2= 0, isto é,
y = 2(1—=x). Substituindo esse valor de y na equacao da curva,
obteremos, apés alguns célculos elementares, 322 —4x —1 = 0.
Resolvendo essa equagdo quadratica, vem que x = (2++/7)/3,
de modo que os valores correspondentes de y sdo 2-(1F+/7)/3.

Como os pares (z,y) = ((24£4/7)/3,2- (1F/7)/3) satisfa-
zem 2z+y—2=0ex+2y—2 # 0, segue de (2) que y/(z) =0
para tais valores de z. Concluindo, os tinicos pontos da curva
nos quais a reta tangente é paralela ao eixo das abscissas

si0 (24 V7)/3,2- (1 F4/7)/3). O

Exemplo 5. A fun¢do W de Lambert é definida implici-
tamente pelaequacao ye¥ = x. Mostre que existem dois
“ramos” derivqveis W_ e W, da fun¢do de Lambert. Mais
precisamente, se a := —1/e, mostre que existem funcoes
derivdveis W_ : (a,0) = R e W4 : (a,+00) — R tais que
W (x)eW+®) = 2 para todo x no dominio de Wx. Além
disso, calcule a derivada dessas fungoes e mostre que a reta
tangente ao grdfico do ramo W, na origem é a bissetriz dos
quadrantes impares.

Solucgao. Nesse exemplo, nao basta calcular a derivada da
funcdo W de Lambert. Também é necessério estabelecer sua
existéncia, ou melhor, provar que os ramos W_ e W, de W
existem como fungdes reais derivaveis, definidas nos intervalos
(a,0) e (a,+00), respectivamente.
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Nesse sentido, considere a funcdo f : R — R definida
por f(y) = ye¥. Pelas regras de derivagio, f é derivavel,
valendo f'(y) = (y + 1)e¥ para cada real y, de sorte que
/! é positiva (resp. negativa) no intervalo (—1,400) (resp.
(—o00,—1)). Em particular, f é crescente (resp. decrescente)
em (—1,400) (resp. (—oo, —1)).

Uma vez que

f(=D)=a, lm fly)=0 e lim f(y)=-+oo;
as restri¢oes de f aos intervalos (—oo,—1) e (—1;400) defi-
nem bije¢des derivaveis f_ : (—oo,—1) — (a,0) e fy :
(=1,400) = (a,+00). Tendo em conta que as derivadas
de f_ e fi nunca se anulam, pois f/ < 0 < f, o Teorema
da Funcao Inversa E| garante que as inversas dessas fungoes
também sao derivaveis. Portanto, pondo Wy := f 1 obte-
mos fungoes derivdveis W_ : (a,0)— Re Wy: (a,+00) — R.

Uma vez que f oW, ¢é a identidade no dominio de W, a
regra f(y) = ye¥, com y = Wy (x), dd

z=f(We(z)) = Wy (z)eV=®),

A conclusdo dessa igualdade é que W_ e W, estdo definidas
implicitamente por yey =x.

Para obter a derivada dessas fungoes, derivamos implici-
tamente a relagao ye¥ = x, obtendo y'(y + 1)e¥ = 1, ou seja,
y =1/(y+1)e? E} Logo, para cada x no dominio da funcao
W, vale

1
(Waa) + DW=
Para encerrar, sendo f4(0) = 0, segue que W, (0) = 0, de
forma que W/ (0) = 1/[(0+ 1) - €] = 1. Portanto, a equagio
da reta tangente requerida é y — 0 = 1- (z — 0), que nada
mais é que a bissetriz dos quadrantes impares z = y. O

Wi (x) =

3Confira o Teorema 6 da aula Reta Tangente - Parte I, no médulo
Defini¢ao de Derivada.

4Chegariamos ao mesmo resultado utilizando a férmula da derivada
da funcgdo inversa, exposta na aula citada na nota de rodapé anterior.
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Exemplo 6. Prove que a funcao y, definida no intervalo (0,1)
e tomando valores nele mesmo, definida implicitamente pela
igualdade x¥ =y, € derivdvel e calcule sua derivada.

Solugdo. Comegaremos observando que, de acordo com o
Exemplo 12 da aula Ezxercicios - Parte I, no médulo Fungédes
Continuas, existe uma tnica fun¢do nas condi¢oes do enunci-
ado. Mais precisamente, mostramos naquela aula que existe
uma tinica funcdo f : (0,1) — (0, 1) satisfazendo 2/ *) = f(x),
para todo = € (0,1), sendo que f é um homeomorfismo (uma
bijecdo continua com inversa continua). Dessa forma; o exem-
plo pede que se estabeleca a diferenciabilidade de f e solicita
o calculo de sua derivada.

Se g denota a fun¢io inversa de f, a substituicao == g(y)
na relagio x/(*) = f(z) retorna g(y)/9W) = f(g(y)) ou,
ainda, ¢g(y)¥ = y. Portanto,

In y

gy) =y =e,

e segue imediatamente das regras de derivagao que g é de-
rivavel, com

! = Y

1
~.y—1Iny-1
Yy

(v) "
1—-Iny

=9y)- .
(v) "

Notando que Iny < 0 < g(y) para todo 0 < y < 1, o cdlculo
acima mostra que a derivada de g é positiva. Assim, pelo
Teorema da Funcdo Inversa, f := g~! é derivavel (uma vez
que a derivada de g nunca se anula), valendo f' = 1/(¢' o f).
Ainda pela férmula de ¢'(y), vem que

, 1 B 1
PO GG gt
isto é, ,
PR 1 C))
flw) = (1 —1n f(z)) ®)
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O

Observacao 7. Em relac¢io ao exemplo anterior, € claro que
também poderiamos ter calculado a derivada de y = f(x) por
diferenciacao implicita. Com efeito, tomando o logaritmo
natural de cada membro da igualdade ¥ = y, obtemos y -
Inx = Iny. Diferenciando implicitamente essa ultima relagdo,

vem ,

y Inx+ y_v,
T Y
Com algumastanipulago”es algébricas elementares, chega-se
ay = —m, equacdo que pode ser escrita na forma
y = y?
z(l—1Iny)’

0 que, por sua vez, estd de acordo-com ,

Para os préximos exemplos, precisaremos de algumas
definicoes.

Uma funcao real de duas variaveis reais F' é dita polinomial
se F(z,y) consistir de uma soma finita de termos da forma
kx'y?, sendo k € R e 4,7 inteiros ndo negativos. Por exemplo,
a adicdo (z,y) — x+y, amultiplicagdo (x,y) — z-y e a regra
(z,y) — 2025 + x —23y? + 27y? definem fungdes polinomiais.
(Observe que o dominio maximal de uma fung¢do polinomial é
o plano R2.)

Qualquer. fun¢do polinomial F = F(x,y) admite uma
representacao na forma

Fla,y) = ao(z) + a1(2)y + az(z)y® + ... + an(z)y", (4)

em que ag(x),a1(z), ..., an(z) sdo fungdes polinomiais apenas
da varidvel x. De fato, basta definir a;(x) como a soma de
todos os termos kx® para os quais kz'y? compde a expressio
que define F'(z,y). Como ilustracao, se

F(x,y) = 2025 + 2 — 2®y* + 27y?,

entdo ag(x) = 2025+, a; =0 e az(z) = —23 +27.
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Uma fungdo continua f : I — R é dita algébrica (sobre R)
quando existir uma fungdo polinomial nao identicamente nula
F definindo f implicitamente, isto é, tal que F(z, f(x)) =0
para todo x € I.

Por exemplo, as regras y = |z| e y = {/(x — 1)/(z + 1)
definem fungdes continuas de R em R e de R\ {—1} em R,
respectivamente, as quais sdo algébricas porque se exprimem
implicitamente por y2 —22=0e (z+ 1)y®> — (x — 1) = 0.

Além disso, toda fungdo racional z — f(z) = p(x)/q(x),
sendo p e ¢ polindmios, é algébrica, j& que F(z,y) =q(x)y —
p(z) é um polindmio em duas varigveis satisfazendo a relagéo
F(z, f(x)) = 0 para cada x no dominio de f. Em particular,
toda funcdo polinomial é algébrica.

Convém relembrar que existem fungoes algébricas que nao
podem ser explicitadas de uma forma conveniente, como é
o caso de uma fungéo y = y(z) definida implicitamente por
y® —y — o = 0 (confira a 1 se¢do da 1* parte dessa aula).

Por outro lado, uma fungdo suave f : I — R que ndo é
algébrica chama-se transcendente E

Exemplo 8. Mostre que a fung¢do exponencial é transcendente.

Solugdo. Se exp : x ~ e” fosse algébrica, existiria um po-
lindmio nao identicamente nulo e em duas variaveis F', na
forma , digamos, tal'que F(z,e®) = 0 para todo = € R.
Sem perda de generalidade, podemos supor que o polindémio
a,, € ndo identicamente nulo, sendo n um inteiro ndo negativo.
Portanto, dividindo ambos os membros da igualdade

ap(z) + ar(x)e® + ...+ an_l(x)e("_l)f +an(z)e™ =0
por €™, teriamos

ao(x) al('r) ++Ll(x)+an(x):0

ene e(n—1)z eT

para todo real z.

5Confira a secdo Dicas para o Professor.
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Como exp cresce mais rapidamente que qualquer po-
lindmio ﬂ as n primeiras parcelas da igualdade acima ten-
deriam a 0 quando z — +o00o, de onde concluiriamos que
lim, s 400 an(z) = 0. Todavia, os limites no infinito de um
polinémio ndo identicamente nulo sdo infinitos ou constantes
nao nulas. Essa contradi¢do mostra que exp nao pode ser

algébrica.
Por fim, como exp é suave, concluimos que trata-se de
uma fun¢do transcendente. O

Observacao 9. Com os mesmos argumentos do exemplo an-
terior, € possivel mostrar que qualquer func¢do exponencial
T — a®, em que a € um numero real positivo, € transcendente.

Exemplo 10. Sejam I,J intervalos da reta e f 1 — J
uma fungdo algébrica invertivel. Mostre que a inversa de f
também € algébrica.

A partir dai, conclua que, se um. difeomorfismo entre
intervalos for transcendente, sua inversa também o serd. Em
particular, pelo exemplo anterior, a funcdo logaritmo natural
€ transcendente.

Solugao. De inicio, vale lembrar que a inversa de uma bijegao
continua entre intervalos também é uma funcao continua
(consulte a subsecao 1.3 da aula Continuidades Laterais e em
um Intervalo, no médulo Fungées Continuas). Com isso em
mente, s6 precisamos mostrar que a inversa de f é definida
implicitamente por uma relagdo polinomial.

Com efeito, se cada ponto (z, f(z)) do gréifico de f sa-
tisfizer a relagdo polinomial F(z, f(x)) = 0, entao, fazendo
r = f1(y), seguird que F(f~'(y),y) = 0 para todo y € J.
Portanto, definindo G(z,y) := F(y,z), vem que G é uma
funcdo polinomial, ndo identicamente nula se F' # 0, e tal
que G(y, f~*(y)) = 0 para cada ponto y € J. Desse modo, a
inversa f~! de f também ¢é algébrica.

SConfira 0 Exemplo 3 da aula Ezercicios - Parte I, do médulo
Derivada como Fungdo.
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Por fim, notando que a inversa de um difeomorfismo suave
também é suave EI, o argumento do paragrafo anterior garante
que um difeomorfismo transcendente s6 pode ter inversa
transcendente. O

Exemplo 11. Seja f: I — R wma fungao algébrica cujo con-

junto dos zeros tem complementar (relativamente ao intervalo

1) denso em I. Mostre que o conjunto dos zeros de f é finito.
Portanto, as fungoes cos e sen sdo transcendentes.

Solugao. Nas condigoes do enunciado, afirmamos que existe
uma func¢ao polinomial em duas variaveis F', na forma ,
satisfazendo F'(z, f(x)) = 0 para cada x € I, com ag Z0. Se
assim for, todo zero x € I de f satisfard

ao(z) = F(z,0) = F(z, f(z)) =0,

de onde seguird que os zeros de f estdo entre as raizes do
polinémio ag. Como o conjunto-das raizes de um polinémio
nao identicamente nulo é finito, concluiremos que o conjunto
dos zeros de f também serd finito.

Portanto, a solugdo estara encerrada apés justificarmos a
afirmacao do paragrafo anterior.

Sendo f algébrica, existe algum polindémio nao identi-
camente nulo G definindo f implicitamente pela relacao
G(z,y) =0, em que

G(ziy) =bo(z) + bi(x)y + ... + by (z)y™.

Se tivermos by # 0, terminamos: basta por n = m e a; =
b; para cada 0 < i < m. Caso contrario, como G nao é
identicamente nulo, existe um inteiro positivo k < m para o
qual bgyby,...,br_1 sdo identicamente nulos, mas b, nao o é.
Assim, vale

b(@) f(@) + ..+ b (@) [ (@)™ = Gz, f(x)) =0,
ou seja,

F(@)F (b (@) + byt (@) () + ..+ by (@) f(2)™F) = 0 (5)

"Vide Proposicdo 7 e os comentérios que seguem na secio 3 da aula
anterior (Regra da Cadeia - Demonstrac¢ao).
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para todo x € I.
Por hipétese, o conjunto X := {x € I'| f(x) # 0} é denso
em I, enquanto, por ,

bi(@) + b1 (2) f (@) + .+ by (2) f(2)"F = 0

para cada = € X. Sendo o 1° membro da relagdo anterior (a
regra de) uma funcio continua, o exemplo 1 da aula FEzercicios
- Parte II, no médulo Fung¢ées Continuas, garante que

bi(@) + b1 (2) f (@) + . + by (2) f(2)™ " =0

para todo x € I. Portanto, pondo n = m — k' e-a; = by
para cada 0 < ¢ < m — k, segue que o polinébmio associado
F', definido por , cumprird as condi¢des enunciadas na
afirmagao. O

Dicas para o Professor

O beneficio do método de diferenciacao implicita estd na
possibilidade de se determinar a derivada de uma funcéo y =
y(x), definida implicitamente por uma relagdo F(x,y) =0, a
revelia do fato de haver uma regra explicita para y. Isso se
constitui numa via-imprescindivel para os casos em que nao
se pode explicitar a funcao y, tendo se mostrado util mesmo
quando existe uma férmula para y(z).

Mas, afinal de contas, o que entendemos por “explicitar y”?7
Depende. Para o caso em que F' é polinomial, o significado
ja foi'explicado na introducgao da 1? parte dessa aula. Em
geral, “explicitar y” significa expressar y em termos de um
conjunto conveniente de funcades.

Para compreender a afirmacdo anterior, a seguinte de-
finicdo sera 1til. Seja C um conjunto nao vazio de fungoes e
G¢ o conjunto de fungdes gerado por C ﬂ Isso significa que
Gc € o menor conjunto de fungoes satisfazendo as condigoes
abaixo:

8Interpretacdo: C é o conjunto conveniente e G¢ é o conjunto das
funcgdes que se exprimem a partir de C.

http://matematica.obmep.org.br/ P.10
matematica@obmep.org.br



(i) C C Ge;

(ii) se a for um ntmero real e f, g forem funcdes em Gg,
entdo a- f, f+g, f-ge f/g pertencem a Gg;

(iii) se f,g € G¢, entdo fog € Ge.

Para o estudo do cdlculo diferencial /integral e suas aplica-
¢oes, uma classe relevante de funcoes é a classe das fungoes
elementares E, sendo E = G¢ para C = {Id, exp, In, sen} ﬂ
Observe que cada func¢do constante é elementar, pois; se a
for um ntimero real, a fun¢do x — a = a - (¢”/e®) pertence
a E por (i) e (ii). A funcdo cosseno também é elementar, ja
que Id —7/2 é elementar |E| e, portanto, cos = seno(Id —m/2)
também o é, por (i) e (iii).

Acrescente-se a isso o fato de que também sdo elementares
todas as fungdes racionais, monomiais EL trigonométricas,
exponenciais, logaritmicas e as fungoes obtidas dessas por
meio das operagdes consideradas acima (itens (ii) e (iii)). O
montante produzido é, praticamente, a totalidade das funcées
que estudamos até entdo! Dessa forma, é razoavel considerar
que uma funcgdo f tem regra explicita quando f for elementar.

H4, contudo, varias fungoes importantes que nao sao ele-
mentares. Uma delas é a fungdo W de Lambert, considerada
no exemplo H Muito embora tenhamos W ¢ E, o artigo [6]
apresenta uma variedade de problemas cujas solucoes fazem
uso da funcdo de Lambert. Desse modo, se uma determinada
funcdo f, apesar de ndo elementar, se expressa em termos
de fungoes elementares e de W, € plausivel julgar esse fato
suficientemente satisfatério a ponto de interpretar que f estd
dada explicitamente.

Essa situacdo vai ao encontro da afirmacado acima de
que “explicitar uma funcao significa expressé-la em termos
de um conjunto conveniente de funcoes”. Para efeito de

9H4 outras definicdes de E na literatura. Para os nossos propésitos,
adaptamos a defini¢do apresentada no capitulo 6 da referéncia [5].

10 Justifique essa afirmagéo.

N Fungées do tipo 0 < « — ¥ = ¥ % sendo k um niimero real.

12Para mais funcdes relevantes nio elementares, pesquise sobre a
funcdo Gama e as funcgbes de Bessel.
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ilustracao, observemos o caso de uma fungao y = y(z) definida
implicitamente por y¥ = e”; embora nao elementar, essa
funcao se exprime como y = expoW. Nas notagdes acima,
ocorre, em particular, a pertinéncia y € Gp, em que D =
{Id, exp, In sen, W}.

O paragrafo anterior corroborou um fato esperado: adici-
onando novas fungées ao conjunto gerador C, permitimos que
mais funcdes sejam explicitadas.

Falando na fungdo W de Lambert, alguns textos denotam
os ramos W_ e W, por W_; e Wy, respectivamente. Também
héa a possibilidade de estender continuamente esses ramos
aos intervalos [a,0) e [a, +0), pondo Wi (a) = —1, em que
a = —1/e. De todo modo, vale mencionar ‘que as solugoes
de algumas equagdes exponenciais podem ser expressas em
termos de W. Por exemplo, a tnica solucdo da equacao
x+e* =0é—-W,(1), enquanto as soluc¢des de uma equagio
do tipo 2® = k, para k > (1/e)'/¢,sa0 da forma exp(W (In k)).
(Analisando os ramos estendidos de W, nao ¢ dificil ver que
hé uma tinica solucdo se k = (1/e)'/¢ ou k > 1, ao passo que
existem duas solugdes caso (1/e)¥/¢ < k < 1.)

Costuma-se exigir, como parte da definicdo, que uma
fungdo transcendente f : I — R seja analitica (vide [2]).
Dizer que f é analitica significa que, para cada ponto a € I,
existem um intervalo aberto I, centrado em a e uma sequéncia
(an)n>o0 de nlmeros reais tais que

f@=at+a(x—a)+...+an(z—a)" +...,

para cada.x € I, N 1. A interpretagdo da igualdade acima é
de que, se z € I, N1, o limite das somas parciais

ap+a1(x—a)+...+an(x—a)”,

quando n — oo, existe e coincide com o valor f(x) Por
exemplo, todas as fungdes elementares sao analiticas

13Confira as segdes 4 dos capitulos VIIT e X da referéncia [4].

MEm relacdo & inversdo de fungdes, vale dizer que se uma fungio
analitica for invertivel, sua inversa serd analitica, a menos de subtrairmos
do dominio um conjunto discreto. A bijegdo analitica f : R — R, definida
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Toda fungao analitica é suave, mas a reciproca é falsa. De
fato, é possivel mostrar que a fungdo ¢ : R — R, definida por

() = 0, sex<0
P e/t sex>0"

embora suave, ndo é analitica em nenhum intervalo aberto
contendo a origem. Ademais, com argumentos semelhantes
aqueles utilizados na solugao do exemplo [8] demonstra-se que
¢ é transcendente (de acordo com nossos critérios).

Portanto, nossa definicdo de fun¢do transcendente é estri-
tamente mais ampla que aquela costumeiramente encontrada
na literatura. A razado dessa extensao, qual seja, a substi-
tuicdo da condigdo “f é analitica” por “f é suave”, permitiu
que continuassemos no escopo de nossas notas, ao mesmo
tempo que nao compremete os resultados trabalhados no
texto. Realmente, as observagoes acima e os argumentos
apresentados nas solucoes dos 1ltimos trés exemplos mostram
que as funcdes exp, In, cos e sen sao transcendentes, mesmo
segundo a defini¢cdo que requer analiticidade. Quanto a vali-
dade do exemplo [I0] nesse contexto mais restrito, basta saber
que o inverso de um difeomorfismo analitico ainda é analitico,
um resultado bésico da teoria das funcoes analiticas (mas
bem além do que podemos fazer aqui).

No ambiente das fun¢des analiticas, o conceito de trans-
cendéncia torna-se; por assim dizer, “puro”, no sentido de
que se I for um- intervalo e f : I — R for transcendente (e
analitica), entao a restricao de f a qualquer intervalo (nao
degenerado) J C I ainda serd transcendente. Isso ndo é
verdade sob a hipétese mais fraca de suavidade: a funcéo ¢,
definida hé pouco, é transcendente segundo nossa definigao,
embora ¢ seja algébrica na semirreta (—oo, 0].

por f(z) = x — senz, exemplifica esse fato. Com efeito, a derivada de f
se anula precisamente no conjunto discreto D := {2k~ |k € Z}. Como
f(D) = D, segue que R\ D é o conjunto dos pontos em que f~1 é
derivavel. Em particular, f~1 ndo é suave e, portanto, ndo é analitica
(confira o préximo pardgrafo do texto). Por outro lado, prova-se que a
restricio de f~! ao complementar de I é analitica.

http://matematica.obmep.org.br/ P.13
matematica@obmep.org.br



Encerraremos observando que, conforme constatamos nos
exemplos, uma relagdo F(z,y) = 0 pode determinar mais
de uma funcgao FE} Na tltima parte dessa aula, estudaremos
condigoes suficientes para que uma relacao F'(z,y) = 0 defina,
localmente, uma tnica funcio derivével y = y(x). Tais consi-
deragoes conduzirao a um importante resultado, conhecido
como o Teorema da Fung¢dao Implicita.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.
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15Vimos, na introducdo da 12 parte dessa aula, que a relacio z2 +y2 —
1 = 0 define implicitamente as fungdes f4 : [—1,1] — [—1, 1], definidas
por f+(z) = £v/1 —x2. Outrossim, a relagao ye¥ — x = 0 define os
ramos W4 da fungdo de Lambert.
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