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1 Introducao

Neste modulo apresentaremos uma importante ferramenta
matematica que se mostrara ttil em diversas situacoes. Trata-
se do plano cartesiano, em homenagem ao matemaético e
filésofo frances René Descartes (1596-1650), responsavel pela
criacao e divulgagao do método que, hoje, conhecemos como
Geometria Analitica.

Iniciaremos a discussao dessa aula apresentando uma
situacao pratica: Joao recebe todos os meses em sua casa a
fatura da conta de adgua. Ele sabe que, quanto mais dgua
consumir, maior serd o valor da conta a ser paga. Porém, ele
nao sabe qual é a relagao exata entre essas duas variaveis:
consumo e valor da conta. Para descobri-la; ele montou uma
tabela na qual escreveu os valores relevantes parasua analise.
O resultado foi o seguinte:

Tabela 1: Consumo-de dgua na casa do Joao.

Meés Consumo (m?) J Valor da conta
Janeiro 2 1 7 reais
Fevereiro 1 5 reais
Marco 3 9 reais

Agora, nosso objetivo sera tentar “visualizar” a relacao
entre as varidveis acima. Para tanto, faremos um desenho
conhecido como o plano cartesiano, que servird como base
para todo o moédulo.

2. O plano cartesiano

O primeiro passo é desenhar duas retas perpendiculares no
plano do papel. A reta horizontal serd chamada de “eixo x”
e a reta vertical de “eixo y” (localize tais retas na figura a
seguir):
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Em seguida, marcamos pontos equidistantes ao longo de
cada uma dessas retas (veja, novamente; a figura acima).
Entao, os niimeros inteiros positivos devem ser colocados,
na ordem usual, na parte direita da reta horizontal e na
parte de cima da reta vertical, ao passo que os niimeros
inteiros negativos deve ser colocados, na ordem usual, na
parte esquerda da reta horizontal e na parte de baixo da reta
vertical.

Dessa forma, podemos representar cada ponto do plano
como um par de informagdes P(x,y), que serd chamado
de par ordenado. O primeiro valor desse par é chamado
de abscissa, e representa a quantidade relativa a primeira
varidvel. O segundo valor desse par é chamado de ordenada,
e representa a quantidade relativa a segunda variavel. Juntas,
as-variaveis = e y sao chamadas de coordenadas do ponto
P[H Por exemplo, o ponto (3,5) representa uma situacido em
que temos cinco objetos referentes a primeira varidvel e trés
referentes & segunda. Esse ponto deverd estar situado no
encontro entre a reta que é paralela ao eixo y e passa pelo
ponto 3 do eixo x, com a reta que é paralela ao eixo x e passa
pelo ponto 5 do eixo y (veja a proxima figura).

INesse caso, « é a primeira coordenada e y é a segunda coorde-
nada de P.
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Um plano cartesiano, também chamado plano coor-
denado, ¢é exatamente a introdugao de coordenadas em um
plano, feita como acima.

De forma similar, podemos colocar desenhar trés pontos
no plano cartesiano, cada um representado um més da tabela
feita pelo Joao.

ot
o
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A coordenada x serd utilizada para guardar as informagdes
relativas ao consumo de dgua em metros cibicos, enquanto
que a coordenada y serd utilizada para guardar as informagoes
relativas ao valor total da conta. Fazemos isso na préxima
figura.

Podemos constatar que os trés pontos estao sobre uma
mesma reta, i.e., eles sao colineares. Tragando-se a reta que
os liga pontos, podemos perceber mais facilmente a relagao
que existe entre as variaveis x e y.

Mais precisamente, podemos perceber que:

e O valor de y é igual a 3 quando z é igual a zero. Isso
significa que, ainda que Joao nao consuma dgua alguma
em um certo més, mesmo assim terd que pagar trés
reais. Provavelmente, esse valor corresponde a taxa de
manutencao do sistema de fornecimento de dgua.

e Quando o valor de £ aumenta em uma unidade, o valor
de y aumenta em duas unidades.

Dessa forma, a relagdo y = 2z + 3 representa a corres-
pondéncia entre as varidveis consumo e valor da conta. Cha-
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mamos essa relagao de linear, uma vez que ela é representada
por um conjunto de pontos colineares.

Voltando ao desenvolvimento da teoria, apresentaremos
agora algumas definigbes importantes relacionadas ao plano
cartesiano. Tal plano pode ser dividido em quatro regioes, co-
nhecidas como seus quadrantes e que podem ser visualizadas
na figura a seguir:

e

Q2 Q1

¥

Qa4

Em palavras, o primeiro quadrante é formado por todos
os pontos cujas coordenadas sao nao negativas; o segundo
quadrante, por. todos os pontos cuja coordenada z é nao
positiva e cuja-coordenada y é nao negativa; por sua vez,
o terceiro quadrante é formado por todos os pontos cujas
coordenadas sao ambas nao-positivas; por fim, o quarto qua-
drante é composto por todos os pontos cuja coordenada x é
nao negativa e cuja coordenada y é nao positiva. Em termos
algébricos:

Ql = {(a?,y)|:(:,y > O}a

QQ = {(m,y)|x S an Z O}a

Qs ={(z,y)|z,y <0},
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O quadro a seguir resume as definigoes dos quadrantes do
plano cartesiano:

’ HQl‘QQ‘QB‘Q4‘

Agora, resolveremos alguns exercicios para fixar o que foi
aprendido até o momento.

Exercicio 1. Marque os sequintes pontos no plano cartesiano:
A(1,2), B(0,-2), C(1,—-4), D(-2,0), E(-3,-3) e F =

Solugao. Veja a figura a seguir. O

Exercicio 2. Considere a relagdo entre as varidveis x ey,
dada por y = —2x 4+ 4. Responda os itens a sequir:

(a) Se x =1, qual serd o valor de y?
(b) Sey =4, qual serd o valor de z:?
(¢) Sey =17, qual serd o valor de x?

Solugao.

http://matematica.obmep.org.br/ P.6
matematica@obmep.org.br



(a) Substituindo x = 1 na rela¢ao dada, obtemos

y=-2-1+4=2.

(b) Substituindo y = 4, temos

4=-"20+4=2=0.
(¢) Substituindo y = 7, segue que
3
7:—2x+4:>ac:—§.

O

Exercicio 3. Marque os pontos (zyy) obtidos em cada um
dos itens do exercicio anterior em um plano cartesiano. Em
sequida, verifique visualmente que eles sao colineares e trace
a reta que 0s une.

Solugao. Os pontos a serem considerados séo (1,2), (0,4)
e (—%7 7). No plano cartesiano, esses pontos podem ser
representados de acordo com a figura a seguir, a partir da qual
vemos que, aparentemente, eles realmente sao colineares. Na
dita figura, tragamos também a reta que passa por tais pontos,
observando que ela também passa pelo ponto (2,0). O
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3 Eixos com escalas diferentes

Por vezes, é comum acharmos relacoes lineares entre duas
variaveis que tém ordens de grandeza distintas. Por exemplo,
em um certo bairro de uma certa cidade, podemos relacionar
o tamanho da area construida de uma casa com seu preco em
reais, da seguinte forma:

y = 2000z -+ 20.000,

onde y é o prego da casa em reais e x é a area total construida,
medida em metros quadrados. Veja que podemos calcular o
preco de uma casa hipotética a partir dessa equagao. Obser-
vemos alguns exemplos:

e Se x = 50, entao y = 120.000,
e Se z = 60, entao y = 140.000.
e Se z = 90, entao y =200.000.

Observe que se quisermos marcar os pontos (50, 120.000),
(60, 140.000) e (90,200.000) no plano cartesiano, exatamente
como vinhamos fazendo até entdo, obteriamos, pela dispa-
ridade entre as grandezas dos nimeros relativos a metros
quadrados e precos, uma figura distorcida e de dificil entendi-
mento. Por isso, nesses casos utilizamos graficos com escalas
diferentes.

Para esse exemplo especificamente, podemos utilizar a
escala

(z :y) = (10 :100.000),

a qual significa que se um espacamento de uma unidade
ao longo do eixo z significar 10 metros quadrados, entao o
espacamento correspondente (i.e., também de uma unidade)
ao longo do eixo y significara 100.000 reais.

Assim fazendo, vejamos como fica o grafico da relacao
entre as varidveis x (a metragem construida) e y (o preco da
casa):
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Observe que, gracas a escala utilizada, os pontos do grafico
correspondentes ao valores exemplificados acima sao marcados
como os pontos (5;1,2), (6;1,4) ¢ (9;2).

4 Sugestoes ao professor

Sugerimos que o professor separe dois encontros de 50 mi-
nutos cada para abordar os assuntos deste material. No
primeiro encontro, apresente o plano cartesiano e resolva
alguns exercicios; certifique-se de que os alunos saiam dele
entendendo como representar pontos especificos no plano.
No segundo encontro, introduza relacoes lineares entre duas
grandezas e mostre como achar pontos que resolvem uma
equacgao linear do tipo y = ax + b.

Recomendamos que o professor utilize algum software
para ensino de Geometria Analitica, como por exemplo o
Geogebra, que ¢é distribuido gratuitamente no site

https://www.geogebra.org/

Este software foi utilizado para criar as ilustragoes deste
material.
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