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Nesta aula, estudaremos uma operagao definida entre
vetores de R®, chamada produto vetorial.

1 Definicao de produto vetorial

Sejam U e U vetores ndo nulos e nao paralelos em R3.
Seja 7 um vetor ortogonal a W e U simultaneamente
(W-7 =0e -7 =0). E possivel escolher o sentido de
7 de duas maneiras, conforme mostrado na figura

w

Figura 1: triedro positivo (a esquerda) e triedro negativo
(& direita).

Para diferenciar tais maneiras, comecamos denominando
um trio ordenado de vetores (que podemos considerar com
a mesma origem) dois a dois nao paralelos de triedro. Di-
zemos que um triedro (7,7,7) é positivo ou direto,
se ele satisfaz a regra da mao direita, que consiste no
seguinte: se 0 aponta no sentido do dedo indicador e

aponta no sentido do dedo médio de uma mao direita
(como mostrado na figura , entdo o vetor 7 aponta no
sentido do polegar dessa mao.

v,

Figura 2: A regra da mao direita.

Caso o triedro (7, ¥, ) nao satisfaca a regra da mao
direita, ele é chamado triedro negativo ou retrégrado.

Assim, na ﬁgura o triedro (7, o, ﬁ) a esquerda é po-
sitivo, enquanto o triedro (7, o, %)) a direita é negativo.

Observacao 1. Nao € dificil perceber que os triedros
(7,7,7) e (7,7,—7) tém o mesmo “sinal”, ou seja,
sao ambos positivos ou ambos negativos.

Dados dois vetores nao paralelos U e U em R3, conside-
remos um vetor ﬁ), unitario e simultaneamente ortogonal
ale 7, ou seja, tal que

WU =0 - =0.

|7| =1,

Impondo que (7, o, ﬁ) seja um triedro positivo, o vetor
7 fica completamente determinado. Nesse caso, chama-
mos de produto vetorial de 7 e U (nessa ordem) o

vetor
U x V= (U7 |send) 7 (1)

onde 6 é 0 angulo (entre 0 e 180°) entre os vetores U e .
Se W e U sio paralelos (de forma que § = 0 ou 180°),

definimos N
Uxv=0.

) —
Em particular, Uxd=0.
Com as defini¢bes acima, j4 podemos enumerar algumas
propriedades do produto vetorial:

1. |7 x V| = ||| V|senf. Realmente, se  # 0,180°,
isso segue de que o vetor 17 tem moédulo 1; se § = 0
ou 180°, isso segue de que senf = 0.

2. O produto vetorial é anticomutativo, isto é,
T KT =T x T @)

Se W e ¥ forem paralelos, isto é ébvio, uma vez que
ambos os membros da igualdade acima sao iguais a
0. Senao, isto segue dos seguintes fatos: para obter
U x U, tomamos 7 de tal forma que (7, 7, ﬁ) seja
um triedro positivo. Por outro lado, para obter ¢ x
U, tomamos m tal que (7,7,%) seja um triedro
positivo. Entao, pela Observagao (1} temos m=-"7.
Agora, como o angulo § entre Uedé igual ao angulo
entre U e 7, temos

U x U = (V||| sen )
(12| 7| sen ) ( — 77)
—(\7||7|sen0)ﬁ

- U x7.

3. O produto vetorial é distributivo sobre a adicao. Em
simbolos, isso significa que, para 7,7,7’ em R3,
temos

Ux(T+V)=UxT+dxV".
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Para verificarmos a validade da distributividade, enun-
ciada acima, vamos considerar o seguinte procedimento
geométrico para a construcao de U x 7V a partir de 0
e U: considere os vetores @ e U com origem no ponto
A (veja a figura [3)). Projete o vetor o sobre o plano «,
que passa por A e é perpendicular ao vetor 7; chame
essa projecao de o1. Multiplique o vetor 77 pelo escalar
||. Faca uma rotacio de 90° do vetor | |v] em torno do
ponto A e dentro do plano «, para obter um vetor W, de
modo que o triedro (7,7,ﬁ) seja positivo. Afirmamos
que W = U x

Para verificarmos a validade dessa afirmagao, observe-
mos inicialmente que

@ = ([ |of| = |||,

pois rotacoes nao alteram o médulo de um vetor. Agora,
como 77 é obtido a partir de o por projecao sobre um
plano perpendicular a @, temos que |v7| = | 7| sen 6, onde
6 ¢ o angulo entre W e U. Assim,

|| = | &) |senf = |U x V).

Por construgao, W é ortogonal a o ey, logo, é ortogo-
nal a qualquer vetor coplanar com ¥ e 7; em particular,
W é ortogonal a . Assim, os vetores WeWxV tém a
mesma diregao.

Finalmente, como exigimos que o triedro (7, 7, E?) seja
positivo, o vetor W deve ter também o mesmo sentido que

0 x?, portantoﬁzﬁ XU

Figura 3: construgao do produto vetorial.

A discussdo acima pode ser resumida da seguinte ma-
neira: fixado 77 o produto vetorial de 0 por um vetor o é
resultado da aplicagao em sequéncia de trés tranformagoes:

i. uma projecao P, tal que P(?) =07
ii. uma multiplicacdo por escalar M, tal que M(ﬁ) =
| [of;
iii. uma rotacdo R, tal que R(|¢|v1) = .

Assim,

U x U = = RM(P(7))).

Mas, projecoes, multiplicacoes por escalar e rotagoes pre-
servam somas, o que significa que

Ux(V+7) =RMP(T + 7))
= R(M(P(V) + P(7")))
= R(M(P(V)) + M(P(7")))
= R(M(P(V))) + R(M(P(V")))
=UxV+Ux7.

Isso estabelece a propriedade distributiva. Essa proprie-
dade serd importante para os cdlculos que faremos a seguir.

2 Coordenadas do produto vetori-
al
%
A partir dos vetores 7 = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k =

(0,0,1) podemos gerar qualquer outro vetor de R3. De
fato, se W = (z,y,z) € R3, entdo

U = (,0,0) + (0,y,0) + (0,0,)
z(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

N e
=xi +yj +zk.

Além disso, dado 7, os numeros reais x,y e z sao deter-
minados de modo tnico. Isso porque, se pudermos escre-
I_'> /_'> I_) = / / !
ver U =20 +y ] + 2k, entdo (x y,z) = (2/,y',2') o
que 1mphca r=1x,y=1y ez=2. O triedro positivo
(i,37, ® ) é charrgdo base canénica de R3.
Sabemos qui| i| = V12402402 = 1 e, da mesma
- —
=|k|=1. Alémdisso, i -j = 1-0+0-140-0 =
- = - = .
0 e, analogamente, ¢ - Kk =0e 7 - k = 0, ou seja, os
vetores da base canonica sao dois a dois ortogonais, o que
significa que o angulo entre quaisquer dois deles é 90°.
Como sen90° = 1, a igualdade (If), nos fornece as se-
guintes identidades:

A e e e e e
i xj=k, xk=14, kxi=j.

forma, | j |

(3)
Além disso, a propriedade (2)) do produto vetorial implica

7x7—7><7—k><k—0 (4)

Com essas identidades podemos obter as coordenadas
do produto vetorial de dois vetores, dadas em funcao das
coodenadas desses vetores. Mais precisamente, sendo

T
U= (x,y1,21) =217 +y1 5 +21k
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T -
U = (T2, y2,20) = T2 7 +yaj +20k,

temos

- -
UXxV =17 +nj +z21 k)X (@27 +y2j +22k).
Usando a propriedade distributiva, a anticomutatividade
do produto vetorial e as identidades e , obtemos:

- = - = -
7x7—x1x2( X i)+ xy2(i J)+xze(i x k)
%
+y122(j X X
%
+y122(j
+ z192(
—
)+y1$2(

+y1z2 { +Z1932J + 2192(—

%
=z1y2 k + r122(—

< ~—

— —
= (y122 — 2192) © + (2172 — 7122) j

%
+ (212 — y122) K .
Uma maneira facil de lembrar a iltima expressao acima

para U XV é percebendo que ela admite uma repre-
sentagao mnemonica como um “determinante”:

- = 7
i 7 k
7 X 7 =l rr Y1 z1 |- (5)

T2 Y2 22

Exemplo 2. Duas retas AB e CD no espago e ndo contidas
em um mesmo plano sao chamadas reversas. Encontre a
menor distancia d entre essas retas e localize pontos P €
AB e Q € CD tais que PQ = d.

Solugao: a distancia entre as duas retas reversas é igual
a distancia entre os planos paralelos que as contém (veja a
figura abaixo).

“$

Figura 4: duas retas reversas AB e CD e os planos para-
lelos que as contém.

O vetor zﬁ X 65 é perpendicular a ambas as retas e aos

A o T ABxCD
planos que as contém. Seja 7 = AEXCBI" Se X € AB e

Y € CD, entao d = |)7? . 71| ¢ a distancia entre as retas
AB e CD (as barras verticais indicam valor absoluto).
Para encontrar P € AB e Q € CD tais que PQ = d,
considere ﬁ =aABe(CQ=8CDe encontre os escalares
« e (8 a partir da condicao de que PQ) = PA + ﬁ + C@

é paralelo a AB x C

Vamos ilustrar esse procedimento com um exemplo
numérico: dados A = (1,-2,-1),B = (4,0,-3),C =
(1,2,—-1) e D = (2,—4,-5), calculemos a distancia entre
as retas AB e CD.

Seguindo o esquema delineado acima, calculamos suces-

sivamente
AB = (3,2,-2), CD = (1,-6,—4),
AB x CD = (—20,10, —20).
Como
|AB x CD| = \/(—20)% + 102 + (—20)2 = /900 = 30,
temos

. _ ABxCD (2 1 2>
‘Agxcﬁ 3’373 )
Considerando X T/Z /ﬁ

d=1|(~2/3,1/3,

(0,4,0), temos
—-2/3)-(0,4,0)| = -

Para encontrarmos P € AB e Q € CD tais que PQ =
d =4/3, facamos

AP = oAD =

(3o, 2ar, —2)

CQ = BCD = (8,—68,—48).

= (—3a, —2a, 2a) + (0,4,0) + (8, =63, —40)
(=3a+ 8, —2a— 68 +4,2a — 45).

Agora, devemos encontrar « e 3 tais que ]@ seja paralelo
a = (—2/3,1/3,-2/3). A condicdo para que vetores
sejam paralelos é que suas coordenadas sejam respectiva-
mente proporcionais. Assim,

—3a+p  —2a-68+4
-2/3 1/3 B

2a0 — 4
—2/3

Resolvendo essas equacoes, encontramos a = 3 = %, logo,

AP = (4/3,8/9,-8/9) e CQ = (4/9, —8/3, ~16/9).
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Por fim, como ﬁ = P — A, temos que

P=A+AD
= (1,-2,-1) + (4/3,8/9, —8/9)
— (7/3,-10/9, —17/9).

Analogamente,

Q=C+CO = (13/9,-2/3,-25/9).

Observacao 3. O produto vetorial nao € associativo, ou
seja, em geral

(U x V) xW#U x (VU xW).

De fato, (7 X 7) x W € perpendicular a @ x ¥, logo estd
no mesmo plano que U e U, ou seja, (7 X 7) X W =
oW + B, com a, B € R. Pela mesma razao, q x (7 X
W) = 77 + 6. Entao, se os planos de U e 7, Ve

forem distintos, em geral esses vetores nao sao iguais.

Para um exemplo numérico, considere @ = (1,2,0),
U = (-1,1,2) e W = (3,2,—1). Convidamos o leitor a
verificar que (7 x T)x W = (—4,10,14) e U x (U x W) =
(—10,5,15).

3 Algumas aplicacgoes

Nesta segao, veremos exemplos de como o produto vetorial
pode ser aplicado a Geometria e & Mecanica.

Exemplo 4. O mddulo do produto vetorial U x U de dois

vetores nao nulos € igual 4 drea do paralelogramo por eles
determinado (figura[3).

Figura 5: um paralelogramo determinado por dois vetores.

A altura h baixada desde a extremidade do vetor ¥ ao
vetor U forma, junto com o vetor T e sua projecao sobre
7, um triangulo retangulo. Pela definigao de seno, temos:
h = |7|sen 0, logo a area do paralelogramo determinado

por @ e U é ||| V| send = | W x V.

No caso particular em que @ x ¥ = 0, a area do parale-
logramo determinado pelos vetores Uedé igual a zero, o
que significa que os vetores U e U sao paralelos. Isso nos
da um critério para a colinearidade de trés pontos: os pon-
tos A= (74,y4,24), B = (vp,y5,25) e C = (z¢,yc, 20)
sdo colineares se, e somente se, os vetores AB e AC s&ao
paralelos, ou seja, se zﬁ x AC = 0. Como zﬁ = (zp —
TA,YB —Ya,ZB —2a) € AC = (xc —2a,Yc —ya, 2c — 24),
em termos de coordenadas temos que A, B e C sao coline-
ares se, e somente se,

- - -

i J k
tp—24 Yyp—ya zp—2a | =0 (6)
To—TA Yo —Ya ZC — ZA

Vamos encerrar esta aula com um exemplo de aplicacao
a Mecanica.

Exemplo 5. Se um corpo gira simultaneamente em torno
de dois eiros que se intersectam em um ponto O, entdo
o seu movimento de rotacdo € equivalente a rotacdo em
torno de um terceiro eixo que passa por esse mMesmo ponto

0.

2|

g g

O

Figura 6: rotagao do ponto P em torno de um eixo.

Suponha que um corpo rigido gire em torno de um eixo
e que passa pelo ponto O e que sua velocidade angular seja
constante igual a w = %ﬁ. Isso significa que cada ponto
P do corpo descreve um circulo cujo centro é um ponto
do eixo e, e que, num intervalo de tempo At, o ponto P
percorre um arco de wAt radianos. O vetor velocidade
angular, ou giro (spin) do corpo rigido, em torno do eixo
e, é o vetor  cujo médulo é || = w, a diregdo é a mesma
do eixo de rotagao do corpo e o sentido é determinado pela
regra da mao direita: se o dedo médio de uma mao direita
aponta no sentido do raio de um circulo de rotacao e o dedo
indicador aponta no sentido da rotagao do ponto, entao o
polegar aponta no sentido de €.
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O ponto P gira em um circulo de raio r = \Oﬁ| sen,
logo, a velocidade linear desse ponto tem médulo

17| = wr = w|OP|send = |G||OP|sen .
Como U é ortogonal a O? ea ﬁ, temos que
T =0 x OP. (7)

O ponto O pode ser escolhido arbitrariamente no eixo
de rotagao.

Suponha, agora, que o ponto P pertence a um corpo
que tem giros €21 e €25 em torno de dois eixos que se
intersectam em um ponto O. Entao, P tem velocidades
. . N ~ = ?
lineares, relativas as duas rotagoes, 71 = Q1x0Pe 72 =

2 X OP. Assim, a velocidade linear do ponto P é

T =1+ Ve
:61XO?+32X()7
:(614*62))(0?,

o que significa que o ponto P descreve uma rotagao com
giro 2 = 241 + 25 em torno de um eixo que passa por O

e tem a direcao do vetor €2.

Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir o material desta aula.

Na definicao de produto vetorial de dois vetores, a re-
gra da mao direita é um modo de estabelecer uma ori-
entacdo no plano determinado por esses vetores, ou seja,
estabelecer a diferenca entre direita e esquerda, horario e
anti-horario. Outra maneira de estabelecer o sentido do
produto vetorial de dois vetores é usar a regra do parafuso
que diz que o sentido do produto vetorial deve ser aquele
que um parafuso segue quando enroscado por um giro no
sentido horario.

Se vocé achar conveniente, pode fazer algumas ex-
periéncias com seus alunos enroscando parafusos e asso-
ciando o movimento de giro do parafuso ao movimento
linear decorrente desse giro. Uma outra ideia simples que
esclarece a relagao entre orientagao em um plano e o vetor
normal a esse plano é comparar a orientacao de duas pes-
soas que estejam viradas uma de frente para outra (como,
em geral, ocorre em sala de aula, com vocé de frente para
seus alunos). A direita de uma das pessoas corresponde
a esquerda da outra, e vice-versa. Também o sentido de
rotagao, horario ou anti-horario, é invertido para pessoas
que estao de frente uma para outra. Isso ocorre porque os
vetores que correspondem aos sentidos de visao apontam
em sentidos contrarios.

O produto vetorial tem importancia geométrica, pois
pode ser usado, por exemplo, para calcular areas e para
decidir sobre a colinearidade de trés pontos. Também tem
importancia na Mecanica, pois é bastante ttil para o es-
tudo rotagoes em torno de eixos no espaco. Por fim, tem
importancia do ponto de vista algébrico, pois é um exemplo
de operagao nao comutativa e nao associativa. Na verdade,
o produto vetorial é um caso particular de um produto
mais geral, em R* que d& a esse espaco uma estrutura
algébrica de anel de divisao. Esse exemplo é exatamente o
anel dos quatérnios, descoberto pelo matematico irlandés
W. R. Hamilton em meados do século XIX.

As sugestoes de leitura complementar abaixo tratam de
produtos vetoriais (e, mais geralmente, de vetores) e tém
varios exercicios resolvidos.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. N. M. dos Santos et al. Vetores e Matrizes: Uma In-
trodugao & Algebra Linear. Cengage Learning, Sdo Paulo,
2007.

2. M. R. Spiegel. Anglise Vetorial, Colecdo Schaum,
McGraw-Hill, Sao Paulo, 1972.
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